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 قطعةنقوانین التوزیعات الاحتمالیة المالأول: أهم  المحور
 

 

 تمهید: 

مستقرة)، فإنه على العموم وفي غالب الأحیان لها سلوك معین الطابع العشوائي للظواهر (غیر  رغم

حاول علماء الاحصاء والریاضیات تتبع سلوك الظواهر العشوائیة في كثیر      نجهله، وعلى هذا الأساس 

من میادین المعرفة واستطاعوا وضع قوانین احتمالیة لها تفسر سلوك هذه الظواهر بطریقة علمیة، فكلما 

سط، كانت مجموعة من الظواهر العشوائیة تستجیب لجملة من القواعد المشتركة (التكرار أي التحقق، المتو 

 الانتشار، شكل التوزیع وغیرها) كلما كان لها نفس القانون الاحتمالي.

 مكن أن نمیز بین نوعین من القوانین الاحتمالیة:ی

 قوانین احتمالیة لمتغیرات عشوائیة متصلة. -

 .لمتغیرات عشوائیة منقطعةقوانین احتمالیة  -
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 لثنائياتوزیع الرنولي و المحاضرة الأولى: توزیع ب
 

 توزیع برنولي .1
 رنولي:التعریف بتوزیع ب .1.1

برنولي  لةیسمى بمحاو  سمي هذا التوزیع باسم مكتشفه جیمس برنولي، ویعد توزیع برنولي أو ما

رنولي التي تعد من أبسط أنواع التجارب التوزیعات الأخرى، وتعرف تجربة بالأساس لبناء العدید من 

  ، ویرمز لتوزیع برنولي كما یلي:نتیجتها إما نجاحا أو فشلاالعشوائیة بأنها: التجربة التي تكون 
𝑋𝑋 ↝ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(1,𝑝𝑝) 

 ملاحظة:

ى تفضیل نتیجة          نتائج محاولة برنولي ولیس للدلالة عل ة نجاح أو فشل تستخدم فقط لتعریفالتسمی

 المرغوب فیها.ذا كانت النتیجة نجاحا فهذا لا یعني بالضرورة أنها النتیجة على أخرى؛ أي أنه إ

ویعتبر النموذج الاحتمالي الذي یحتوي فراغه على حدثین بسیطین فقط من أبسط النماذج الاحتمالیة، 

وبما أن الحدثین البسیطین النجاح أو الفشل لهما طبیعة وصفیة؛ أي أنهما من البیانات الوصفیة فإننا نحتاج 

للإشارة  1الوصفیة إلى كمیة، ویستخدم عادة الرقم  عند إجراء عملیة التحلیل الإحصائي إلى تحویل البیانات

 التالیة: للإشارة إلى الفشل، وذلك بالاحتمالات  0إلى النجاح والرقم 
𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 1) = 𝑝𝑝 
𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 0) = 𝑞𝑞 

 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑥𝑥𝑖𝑖 
𝑝𝑝 1 

𝑞𝑞 0 
𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 1 ∑ 

 وتعرف دالة الاحتمال لتوزیع برنولي كما یلي:

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) = 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞1−𝑥𝑥         𝑥𝑥 = 0,1 

 رنوليالتمثیل البیاني لتوزیع ب. 2.1

كونه من التوزیعات المتقطعة، وبما أن المتغیر  التمثیل البیاني لتوزیع برنولي بواسطة الأعمدة یتم

 وقف على القیمة الاحتمالیة لحادثیمثل بعمودین طول كل منهما یتیأخذ قیمتین فقط فإنه  𝑋𝑋العشوائي 

 وهذا ما یبینه الشكل الموالي: ،النجاح (وبالتالي الفشل)
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 . تابع التوزیع وشكله البیاني3.1

 یعرف تابع التوزیع كما یلي:

                    𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �
0                   𝑥𝑥 < 0

1 − 𝑝𝑝            0 ≤ 𝑥𝑥 < 1
1                 𝑥𝑥 ≥ 1 

  

هذا التابع بثلاث درجات وفق العلاقات الثلاثة العاكسة لتابع التوزیع، وهذا ما یعكسه الشكل  ویمثل

 الموالي:

 

 

 

 

 

 

 . الممیزات العددیة 4.1

 :الممیزات التالیةلمتغیر برنولي العددیة  الممیزات من بین

 . التوقع الریاضي1.4.1

 بالصیغة الریاضیة التالیة:التوقع الریاضي  یعرف
                                  𝐸𝐸 (𝑋𝑋) = 𝑝𝑝   

 البرهان:

𝐸𝐸(𝑋𝑋) =  �𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥)
1

𝑥𝑥=0

 

0 1 𝑥𝑥 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

      p 

       q 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) 

𝑥𝑥 

        1 

1-p 

   1 
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             = �𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞1−𝑥𝑥
1

𝑥𝑥=0

                  

                                     = 0. 𝑞𝑞 + 1.𝑝𝑝      
                                     = 𝑝𝑝   

 . التباین2.4.1

 بالصیغة الریاضیة التالیة:التباین یعرف 

𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝𝑝𝑝 

 البرهان:

𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2)− [𝐸𝐸(𝑋𝑋)]2 

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) =  �𝑥𝑥2𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥)
1

𝑥𝑥=0

 

                 = �𝑥𝑥2𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞1−𝑥𝑥
1

𝑥𝑥=0

 

  = 𝑝𝑝         

 𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑝𝑝 − 𝑝𝑝2                          

                = 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝)                   

    = 𝑝𝑝𝑝𝑝                       

 العزوم. 3.4.1

 یمكن حساب العزوم بالاعتماد على الدالة المولدة للعزوم المعرفة كما یلي:

𝑀𝑀𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 𝑞𝑞 + 𝑝𝑝𝑒𝑒𝑡𝑡 

 البرهان:

                           𝑀𝑀𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥)      

     = �𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) 
1

𝑥𝑥=0

 

 = �𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞1−𝑥𝑥 
1

𝑥𝑥=0
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 = �(𝑝𝑝𝑒𝑒𝑡𝑡)𝑥𝑥𝑞𝑞1−𝑥𝑥
1

𝑥𝑥=0

 

= 𝑞𝑞 + 𝑝𝑝𝑒𝑒𝑡𝑡                         
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 التوزیع الثنائي (توزیع ذو الحدین):. 2

توزیعات الاحتمالیة، وقد شكل نقطة الانطلاق لدراسة  التوزیعاتیعتبر التوزیع الثنائي من أبسط وأقدم 

 فوق الهندسي وغیرها. التوزیع ،نبواسو توزیع احتمالیة أخرى مثل 

 هذا التوزیع فیما یلي: شروط استخداموتتمثل 

 المرات.عددا محددا من  تكرار التجربة -

 فشل.النجاح أو اللكل محاولة من المحاولات نتیجتین فقط هما  -

  .𝑞𝑞 مر بالنسبة لاحتمال الفشللجمیع المحاولات، وكذا الأ  ثابت pل النجاح أن احتما -

ویرمز  ،یدعى بمتغیر عشوائي ثنائي مرة nتكرارها یتم في تجربة ثنائیة  Xإن عدد مرات النجاح 

  كما یلي:توزیع الاحتمالي الثنائي لل

𝑋𝑋 ↝ 𝐵𝐵(𝑛𝑛,𝑝𝑝) 

n وp : هما معلمتا التوزیع. 

 :للتوزیع الثنائي دالة الاحتمال. 1.2

 كما یلي:توزیع الثنائي لل تعرف دالة الاحتمال

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) = �
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑥𝑥          𝑥𝑥 = 0,1,2, … . ,𝑛𝑛

ما عدا ذلك                                   0  

 محققة: الاحتمالدالة ویمكن أن نلاحظ أن شروط 
∀𝑥𝑥        𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0 

�𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

= �𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑥𝑥 = (𝑝𝑝 + 𝑞𝑞)𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

 nتوزیع الثنائي فیتم بالاعتماد على الأعمدة، وبما أنه للتوزیع الثنائي معلمتین أما التمثیل البیاني لل

 فإن شكل منحنى هذا التوزیع یتحدد بناء علیهما تحدیدا كاملا، ونمیز بین الحالات التالیة: pو 

𝑝𝑝  إذا كانت - ≠ 𝑞𝑞    فإن منحنى التوزیع یكون ملتویا، وتزداد درجة الإلتواء كلما ابتعدت قیمةp  1عن
2

 ،

1عن  pقیمة  نقصتفإذا 
2
1عن  pقیمة  یصبح التوزیع ملتویا إلتواء موجبا، وإذا زادت 

2
یصبح التوزیع ملتویا  

 سالبا.إلتواء 

𝑝𝑝  إذا كانت - = 𝑞𝑞 = 1
2

 .nفإن منحنى التوزیع یكون متماثلا مهما كانت قیمة    
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 :ةالممیزات العددی. 2.2

 من خلال مایلي:الممیزات العددیة لهذا التوزیع بعض یمكن توضیح 

 التوقع الریاضي:. 1.2.2

ة التوقع الریاضي لمتغیر بدلال Xالحدین العشوائي  يعبیر عن التوقع الریاضي لمتغیر ذیمكن الت

𝑋𝑋عدد مرات تحقق النجاح  بیرنولي، فبما أن  = 𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛 رنولیة وهي متغیرات عشوائیة ب

 فإن التوقع الریاضي یعرف كما یلي: مستقلة
𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑛𝑛 

 البرهان:

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛) 
                       𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋1) + 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) + ⋯+ 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑛𝑛) 

= 𝑝𝑝 + 𝑝𝑝 + ⋯+ 𝑝𝑝     
                                                                 = 𝑛𝑛𝑛𝑛  

 التباین:. 2.2.2

تباین مجموع متغیرات أن بما و  عبارة عن تكرار لمحاولات برنولي،هذا التوزیع  لیس سوى  بما أن

 :فإن التباین یعرف كما یلي ،عشوائیة مستقلة یساوي مجموع تباین هذه المتغیرات
𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑞𝑞 

 البرهان:
𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑉𝑉(𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛) 

                           𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝑉𝑉(𝑋𝑋1) + 𝑉𝑉(𝑋𝑋2) + ⋯+ 𝑉𝑉(𝑋𝑋𝑛𝑛) 
                                   = 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 + ⋯+ 𝑝𝑝𝑝𝑝     
                                   = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛    

 لعزوم:ا. 3.2.2

 یمكن حساب العزوم بالاعتماد على الدالة المولدة للعزوم المعرفة كما یلي:

𝑀𝑀𝑥𝑥(𝑇𝑇) = (𝑝𝑝𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑞𝑞)𝑛𝑛 

 البرهان:

                             Μ𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥)        

             = �𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑥𝑥=0
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               = �𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑡𝑡)𝑥𝑥𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

                                         = (𝑝𝑝𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝑞𝑞)𝑛𝑛         
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


