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Réduction de la dimensionnalité de données

* La reduction de dimensionnalité est un ensemble de
techniques qui visent a réduire le nombre de variables d’un
jeu de données tout en conservant |’essentiel de
I’'information.

* Elle permet de simplifier les données, d'améliorer la vitesse
des traitements, de faciliter la visualisation et souvent
d’améliorer les performances des modeles prédictifs.



Pourquoi?

* En apprentissage automatique, les dimensions (ou caractéristiques) sont les
variables d’entrée qui influencent la sortie d’'un modele.
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Quelle meéethode de
reéeduction de dilémension
devvaibt étvre utiliséee ?
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1. Principe de sélection d’attributs

« L’'objectif est d’identifier le plus petit sous-ensemble d’attributs permettant
de construire un modele de régression ou de classification performant.
* Une fois ce sous-ensemble sélectionné, les autres attributs sont éliminés, car
Is sont jugés non pertinents ou redondants.

« En ayant D attributs au départ, |l existera (2D'1) sous ensembles possibles

d’attributs qu'on peut former (ex. avec D = 10, on aura 210 sous ensembles)

Université de Mila
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Il existe deux méthodes pour
la sélection d’attributs:



1. Principe de sélection d’attributs

e 1.1 Sélection en avant (par ajout progressif)

 On commence avec aucun attribut (S = @).

* A chaque étape, on ajoute I'attribut(x,) qui permet de réduire le plus possible I'erreur
de validation du modele E(S U x,).

* On continue a ajouter des attributs tant que I’erreur diminue.

* Arrét: Des que I'ajout d’un nouvel attribut ne permet plus d’améliorer la performance
(I’erreur devient stable ou augmente), on arréte le processus.

Cet algorithme de sélection d’attributs s’appelle: enroulement (wrapper), car le
modele de classification ou de régression est utilisé comme une routine pour la
validation.



Sélection d’attributs par ajout progressif (Forward Selection)

ALGORITHME DE SELECTION D’ATTRIBUTS PAR ENROULEMENT (WRAPPER) : SELECTION EN AVANT

Le modeéle (classification/régression) sert de routine de validation.

: . : . )
1. On commence avec aucun attribut (S = 0). 2.A chaqu_e etape, on ajoute Pattribut (x;) qui permet h
de réduire le plus possible I'erreur de validation.
b ERREUR DE VALIDATION
{ @} | SELECTION INITIALE (S) du modéle E(5 Uxg)
| @ A
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'erreur diminue. [{x . x7}] F+69 =
|
) @ 4. Arrét : Dés que I'ajout d’un @ ﬁ = -
— 25  nouvel attribut ne permet plus x § . @ | {x1 ], [x_] | X7} | <+
~  d’améliorer la performance. I@ /\/\/ ™ SELECTION
Y > Stable ou Augmentante D'ATTRIBUTS FINALE |
NS Jl

Sélection d'attributs par aiout proaressif (Forward Selection)




Exemple

Etape 1 : départ

On a 4 attributs : S=g
X1 = age On teste chaque attribut seul :
Modéle avec x; — erreur = 30%
X> = revenu 1
2 B Modéle avec x, — erreur = 25%
X3 = S€Xe *Modeéle avec x; — erreur = 40%
Xa = nombre de visites ‘Modeéle avec x, — erreur = 28%

On choisit x, (revenu)

Etape 3 : continuer

On teste :

{X1, X2, X3} — erreur = 21%
{X1, X2, X4} — erreur = 19%
(meilleur)

On ajoute X4, S = {X4, X2, X4}

(meilleur)

Etape 4 : arrét

On teste le dernier attribut :

o{X1, X2, X4, X3} — erreur = 19% (pas mieux)
L’erreur n’améliore plus — on s’arréte

Etape 2 : ajouter un attribut
On teste les combinaisons avec X, :
*{X2, X1} — erreur = 20% (meilleur)
*{X2, X3} — erreur = 24%

*{X2, X4} — erreur = 22%

On ajoute x4 (age), S = {Xq, X5}



Exemple

* Considérons le jeu de données IRIS, composé de N =150
observations et de D = 4 attributs : x;, x,, X3 et xa.

* on évalue la précision du modele en utilisant un seul attribut a la fois, les
résultats pour x, ,x, x3 x4 le suivant (0.76, 0.57, 0.92, 0.94)

* On choisit x4 comme premier attribut, car il donne la meilleure précision.

* ensuite, on teste les combinaisons possibles de x4 avec chacun des
autres attributs restants (x,, x2, x3), les précisions obtenues,
respectivement, 0.87, 0.92 et 0,92.

* On choisit x3 comme deuxieme attribut, car il améliore ou maintient
la précision maximale.

* Remarques

La sélection d’attributs est supervisée car les sorties de la
régression/classification sont utilisées pour calculer I’erreur de validation.



1. Principe de sélection d’attributs

1.2 Selection en arriére (par élimination successive)

On commence avec tous les attributs disponibles( S=A)

A chaque étape, on supprime I'attribut dont I’élimination diminue le plus
I’erreur de validation

On continue a supprimer les attributs jusqu’a ce que I'erreur ne s’améliore
plus(S—x,. ).

Lorsque I"élimination d’un attribut naméliore plus la performance (I'erreur
reste stable ou augmente), on arréte le processus.



1.2 SELECTION EN ARRIERE
(PAR ELIMINATION SUCCESSIVE)

ll 1. On commence avec TOUS les A chag’u.e é.tap.e, on supprime l'attribut
attributs disponibles (S=A) - c’lont I ehmlnapon.DlMINUE le plus
"gy I’erreur de validation
X 4 ERREUR
il & % INITIALE
< *** [ Xn R Rysy ey Xy ' ERREUR
) A = TOUS LES ATTRIBUTS \%&?&%gﬁ @ DIMINUEE
. On continue a supprimer les attributs Lorsque I'élimination d'un attribut
JUSQU’A'CE QUE L’ERREUR N’AMELIORE PLUS LA PERFORMANCE,
NE S’AMELIORE PLUS on arréte le processus
4 ES 4 4 ERREUR o=
AUGMENTE
[\ ERREUR \, _ ARRET
» STABLE STABLE < »
b . 18 S={x1, X3, eeey Xm}

STABLE ERREUR AUGMENTE



Exemple

Etape 1 : départ

S = {X4, X2, X3, Xa} Etape 2

Erreur = 19% On teste a nouveau :

On teste la suppression de chaque attribut : *sans x; — erreur = 21%

esans x; — erreur = 22% esans X, — erreur = 28%

esans X, — erreur = 30% esans X, — erreur = 17%

*sans X; — erreur = 19% On supprime X4, S = {X4, X2}, Nouvelle erreur
*sans x, — erreur = 21% =17%

On supprime x3 (aucun impact), S = {Xq, X2, X4}

Etape 3 : arrét

On teste :

*sans x; — erreur = 25%

*sans X, — erreur = 35%

Toute suppression augmente I’erreur, On s’arréte



2. Extraction d’attributs:

Analysea  composantes principales
(ACP)

EES ORIGINALES TRANSFORMATION DONNEES REDUITES RECTIONS

M ATTRIBUTS) MATHEMATIQUE /  (k NOUVEAUX ATTRIBUTS
PROJECTION k <M)
Zy Zp Zy

DONNEES REDUITES
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2. Principe d’extraction d’attributs

* Diverses approches permettent d’extraire de nouveaux attributs a
partir d’un jeu de données.

* Les méthodes de projection jouent un réle clé dans cette extraction.

 Leur objectif est de réduire la dimensionnalité : passer d’un espace

a D dimensions a un sous-ensemble de M attributs (avec M < D), tout
en préservant au maximum l'information structurelle des données.

* Parmi les techniques les plus utilisées, on trouve :
* L’Analyse en Composantes Principales
* |L’Analyse Discriminante linéaire
* L’Analyse Factorielle
* L’Analyse de Corrélation



2. Analyse a composantes principales (ACP)

v L’ACP est une méthode d’analyse non supervisée,
v" Elle conserve l'information importante sous forme de variance maximale.
v" Elle projette les données sur de nouvelles directions appelées composantes
principales.
v' Chaque nouvelle variable est une combinaison linéaire des variables
initiales.
Exemple:

* un vecteur x est projeté sur une direction w (1)
+ on obtient une nouvelle variable z; = wMTx



2. Analyse a composantes principales (ACP)

Exemple:
Quelle est |a direction de projection qui maximise la variance?

~—— EXEMPLE DE CALCUL

X X est projeté sur
2 (1) K une direction w(1)
un vecteur w
b 5 T
k=] {z1=w()xJ
4 4 N on obtient une nouvelle
2 = \ ) variable z;=w(1)Tx
4 5 X est projeté sur
une direction w(1) ‘
7
Z1 — wDT  x
Voo TaT [T
X — [W] =0 = =
Université de Mila X1 \
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2. Analyse a composantes principales (ACP)

* On considéere un vecteur de données x avec une moyenne u et une matrice de
covariance X.

» La variance d’'une projection z; = wWTx est donnée par: Var(z,) = wWTzw @

Objectif de ’ACP:
«Trouver la direction w(*)qui maximise la variance des données projetées.
*Sous contrainte : || w¥ ||I= 1

Pour cela, on resout le probleme d’optimisation suivant, en utilisant la méthode des

multiplicateurs de Lagrange 1 max | (w()7zw® — ) ((w)Tw( — 1)]

* OU : A est le multiplicateur de Lagrange, il sert a maintenir la contrainte |[w®)|="1
pendant 'optimisation.



Analyse a composantes principales (ACP)

On utilise les multiplicateurs de Lagrange :
L(W(l)) — DTy, (1) — A(W(l)TW(l) _ 1)
Dérivation
On dérive par rapport a wWet on égalise a zéro :
25w — 22w =0
Simplification sw = qw
2. Mathematiqguement, cette équation signifie que :

west un vecteur propre de la matrice de covariance X
Aest |la valeur propre associée



Puisque ||w,|| = 1, on remarque aussi que:

wiy Eway) =wy' Awgy)).
= A(W(l)T W(1))
= A

Donc, La premiere direction de projection qui maximise la variance
correspond au vecteur propre associé a la plus grande valeur
propre de la matrice de covariance 2.



2. Analyse a composantes principales (ACP)

Soit w®la deuxiéme direction de projection qui maximise la variance,
définie par Var(z,) = w®Tzw() avec les contraintes || w? ||= 1let
wDTw @) = 0)orthogonalité avec la premiére direction).

En appliquant le méme raisonnement que pour la premiere direction, on
montre que w®est un vecteur propre de X.

Ainsi, la deuxiéme direction principale w®correspond au vecteur propre
associé a la deuxieme plus grande valeur propre de la matrice de
covariance X.

De maniere generale, en repetant ce processus, on peut extraire les
M premieres directions principales de projection, qui maximisent
successivement la variance des données projetées tout en etant
orthogonales entre elles.



2. Analyse en Composantes Principales (ACP)

On note wil,w2), ... wiM :|les M premiéres directions de projection extraites par
I’ACP. A chacune de ces directions est associée une valeur propre A, A,,...,Ay.
Ces directions sont appelées les composantes principales (CP) :

 wil): 1" composante principale,

* w(2):2¢ composante principale,

* Etainsi de suite.

Les premieres composantes sont généralement celles qui capturent le plus de
variance dans les données.

Exemple d’utilisation :
* Sil’objectif est de conserver 90 % de la variance totale, on peut choisir le plus petit

nombre M de composantes principales telles que :
M+ A+ Ay ~ 0.90

M+t -+ Ap

* Cela permet de réduire la dimension tout en gardant une grande partie de
I'information des données d'origine.

Université de Mila
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2. Analyse en Composantes Principales (ACP)

LACP donne les directions principales comme suit:

W)

!
_ 10.67
W= 0.74

W(2)

!

—0.74
0.67




Avec les données de spams de HP Labs, on obtient les graphes
de Scree suivants avec les courriels spams et non-spams:

Spams Non-spams
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Exemple

1. Données initiales (2D)
Supposons 4 points :

x1 =(23),x,=(35),x3=(47),x, =(58)
Ces points sont proches d'une droite (ils sont corrélés).

2. Etape 1 : moyenne

On calcule le centre :

1
U = Z(xl + X9 + X3 + X4) = (35’ 575)

3. Etape 2 : centrage
On soustrait la moyenne :
Xp=x;—
Exemple :
x; = (2°3) = (3.55.75) = (— 1.5 — 2.75)

4. Etape 3 : matrice de covariance
On obtient une matrice du type :

2=(y5 72)

5. Etape 4 : vecteurs propres
On calcule :
Xw = Aw

On obtient par exemple :
*1er vecteur propre :

w ~ (0.45/0.89)
«2e vecteur propre :

w® ~ (- 0.890.45)

6. Interprétation

-w®) =direction principale (max variance)
-w(2) =direction secondaire (peu de variance)
On garde souvent seulement w

7. Projection (réduction 2D — 1D)
On transforme chaque point :

Zi = W(l)TXl'
Exemple :

z; = wWTx,
chaque point devient un seul nombre



3. Analyse discriminante linéaire (ADL)
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3. Analyse Discriminante Linéaire (ADL)

* L'ACP (Analyse en Composantes Principales) réduit |la dimension en
n?aximisant la variance globale des données, sans tenir compte des
classes.

Cependant, 'ACP n’integre pas d’information de classification, ce qui peut
étre limitant pour des taches supervisées (comme la classification).

L’ADL (Analyse Discriminante Linéaire) est congue pour résoudre ce
probleme

* Elle réduit la dimension tout en maximisant la séparation entre les
classes.

* ADL est une méthode supervisée :

* Elle utilise les étiquettes des classes pour déeterminer les directions les
plus discriminantes.

* Objectif principal de 'ADL :

* Trouver des axes de projection qui maximisent la distance entre les
moyennes des classes tout en minimisant la dispersion intra-classe.



Exemple: (D = 2)
Quelle est la direction de projection w qui maximise l|a
discrimination entre les deux classes C; et C,?

@ = [3]
I'l | 1-
@ [ 1
p®=| o
1[4 3
A 3]

4 3
@ — .
o[t ]

10 5 [|] 5 10



Soit m; et m, les moyennes des données de C; et C, apres
leurs projections sur w et s; et s, leurs variances.

10 ? ? !




3. Analyse Discriminante Linéaire (ADL)

_ &= — T (D)
mq — W U
ll.V=1y(l)
{V—lWT x(i)(l y(l)) s g ()
> =

N
5,2 = Z WTx® — m,)2y®

1=1




3. Analyse Discriminante Linéaire (ADL)

La direction w qui maximise la discrimination entre
C; et C, est celle qui maximise la quantite:

(my — m2)2
S1%2 + 5,7

J(w) =

On remarque que :

= wl (uW- pu@) (- pHTw
— wTsinter w

On appelle S;,,;. 1a matrice de variance interclasses.



Analyse Discriminante Linéaire (ADL)

Par ailleurs, on a:
N . .
512 = Z 1(WTx(l) - m1)2y(l)
=
N . . .
= Z 1(WTx(l) — m)(W'x® — my)Ty®
=

N

= Z wT (x® — @) (x® — DTy 5O
i=1

=wlS,w

On appelle §; la matrice de variance intra-classe de C; .



3. Analyse Discriminante Linéaire (ADL)

De méme, on définira la matrice intra-classe de C5 : §S,.
La variance totale intra classe apres projection est:
S{2+s,2=wis,w+wls,w
=wl'(5,+5,)w
=wl'S  iraW
La fonction a maximiser sur w est alors donnée par:

T
W Sinter W

J(w) =

T
w S.intra. w



3. Analyse Discriminante Linéaire (ADL)

e Apres la dérivation de J(w) par rapport a w, on obtient:

w = Sz’.ntra —1(ﬂ(1)_ ”(2))

Exemple:

* Pour notre exemple

—0.50

: 3] 0.67

Sintra =31 +8, =2 [3 3

= Sintra - [__(0)2
- : —0. 4
W = Sintra 1(’*‘(2) — ”'(1)) = [_gg (())2(; [—3]

_[ 3



3. Analyse Discriminante Linéaire (ADL)

Le vecteur w obtenu est en ettet celui desire.

10 !
v= S 001 =[ i oIl 4
5
L4
= 5 0 | 5 10
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