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exerciceOl

* Exercice 01 : Montrer que la fonction sigmoide satisfait la propriété
suivante :

sigm(—a) = 1 —sigm(a)

* et que son inverse est donné par

sigm~1(y) = In{y/(1 - y)}



ExerciceOl-solution

1
La fonction sigmoide est définie par : ola) = T
* 1. Vérification de la propriété 1
o(—a) = T
On veut montrer que : o(—a) =1—o(a)
On calcule : 1 (1+e%)—1 e
1 — —1— — —
o(a) 1+e@ 1+e@ 1+e@

Puis, en multipliant numérateur et dénominateur par e?, on obtient :

: 1
Donc : — o(—a)
1+ e®

o(—a)=1—o0(a)




ExerciceOl-solution

e 2. Détermination de l'inverse sigm‘l(y) = In{y/(1 - y)}

1
* On a: L —

* Ensuite: y(1+e) =1

i}

y+ye " =1

ye “=1-y

1 —
et ==Y

y
* On applique le logarithme naturel :

—azln(l_y)
Y

. D'ou l'inverse : o (y) :111( i )

1 —
a:—ln( J
y




exerciceQ2

* Soit la fonction sigmoide définie par : o(a) = 1 + exp(—a)

 Vérifier que la relation pour la dérivée de la fonction sigmoide définie
par :

d
d—zzﬂ(l—{r)



do
" . =og(1 - o)
Exercice02-solution LT ‘

1

* La fonction sigmoide est donnée par: o e

* Exprimer o(a) sous une forme différente o(a)=(1+e )"

* Calculer la dérivéedo/da d
- 1 E—u,)—l) — 1- (1 | E—u)—ﬂ ) _(1 } E—u)
da da U: da

= (e ) () =
1 e |

1 =1 =
J(a) 14 e @ 1+ e @

* On a:
* Multiplions maintenant o(a) et 1-o(a):

o1 -o) = (17 ) (T ) = ooy
do e *

da (1+e)? ot el

* Onvoit que:




Exercice03

Pour un ensemble {¢,,t,}, ou ¢, €{0,1} et ¢, = d¢(x,,), avec n=1,..,N, la fonction de
vraisemblance peut écrite sous la forme :

N
p(tlw) = l_Iy,i"{l — Y} n
n=1

avec t = (ty,..,tpy)T et y, = p(Ci|P,). On peut définir une fonction d’erreur par prendre le
logarithm negative de la fonction de vraisemblence, qui va donner la fonction d’erreur (cross
entropy) de la forme :

N
E(w) = —Inp(tlw) = = > {taInyp + (1 — ) In(1 = y))

n=1

En utilisant le résultat de I'exercice 02 pour la dérivée du sigmoide logistique, montrer que la
dérivée de la fonction d'erreur pour le modeéle de régression logistique est donnée par

N
VEW) = ) (1 - t)dn
n=1

Avec y,, = o(a,) eta,, = wl¢,



Exercice 03-solution

 La fonction d'erreur peut étre écrite comme :
N

E(w)=—) {talny, + (1—t,)In(1—y,)}.

n=1

Pour un échantillon n donné, la contribution a lI'erreur est :
En — [tn In Yn | (1 tn) 111(1 yn)] .

1.Nous commencons par calculer la dérivée partielle de E, par rapportay, :

8E.n _ 0 ( t, In Un (]_ t”) lIl(]- Yn )) :
ayn BU”




oOE, 0

t,)In(1

Equ:l

" . — ( tn. In Yn (1
Exercice O3-solution 9¥»  9un
* En appliquant la regle des dérivées, nous obtenons :
OE 1 1 t, 1t
n _ 1 ‘ . s In
8y'n t” Yn ( . . " ) 1 Yn Yn 1 Yn
Ity — (1 —yn) = Yn — tn
N yn(1 — yn) Yn(1 — yn)
2. Calcul de 2
da,, 1
La probabilité y, est définie comme: vy, =ol(a,) = e

Yn)) -



Exercice 03-solution

* Nous savons que la dérivée de la fonction sigmoide est

1
— ; — . aa(a‘”)

Yn O’(CL,,_) 14 CXp( an) 8an B J(a”)(l J(a”)).

ayn _ 80(a'11) _ y‘”(l yn)~ < Equation:OZ

5a.,, aan
® Calcul de Va,

= ,pe . T

* Le score linéaire a, est définicomme:  an =W 0n,

* oU ¢, est le vecteur de caractéristiques associé a |I'échantillon n. La
dérivée de a, par rapport a w est :

V= day = &,,. D Equation: 03
ow




Exercice 03-solution

* En combinant (1), (2) et (3) utilisant la regle de chaine, on obtient :

N

OE Oy,
VE - ) ’ V Ly .
;_:1 8yn (9an &
N
Vst = : - - Yn (1 Un) * OPn | -
; <yn(1 y,”) Y ( Y ) o, )
N

VE —— Z(yn t”)gb”.

n—1



Rappelle

Appliquer la regle de la chaine((dérivation des fonctions
composeées).)
La regle de la chaine dit que :

d n .1 du
- (u(a))"] =n- (u(a))™ - —



rappelle

d 1 _gy=L . @
dyn n( TS ]- 55 yn dyn

(=Yn)
Dérivée de —y,, :
La dérivée de —y,, par rapport a y,, est simplement —1.

Résultat final :

En combinant tout cela, nous obtenons la dérivée de In(1 — y,,) par rapport a y,, :
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