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1 ոּب
واूेرոּոॴయت اڤץ֔׿ي اڤ׫ຣڪמڞ ،١֔۳ॊूا اॊूول: اڤءۢڞ

(Vecteurs) ١֔۳ॊूا 1 .1
اৎ৊گ؇دߌߵ: ݆݁ ඔ൹ފ٭྘ཬر ඔ൹༟ިَ ؕ݁ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ਐಾأ؇݁ܭ

( Quantity Scalar ) اڤۻஈஃܧ ᆃᄧոֵ ચੴاڤء اिऻؠ׿ار 1 .1 .1
ا෠ູ؇ه. دون ڣگޔ، وو༡ڎة ًأڎد ؇ዛዊ؜ ଫّଊُلأ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ᆇᅒ٭۰ ި۱

1 ڲ׭ոل
m = 3kg :྾ཏۏ ᄭᄥ঺঒ •

l = 1.80m ڢݯ྘ص: ޗިل •
E = 100 J َޙ؇م: ޗ؇ڢ۰ •
Q = 5C ݁ܝټژ: ොஙٷ۰ •

t = 10s ز݆݁: •

( Quantity Vector ) ᆃᅭո֔اڤ۾ ᆃᄧոֵ ચੴاڤء اिऻؠ׿ار 2 .1 .1
و݁ٷۜް. ا෠ູ؇ه ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ وو༡ڎة، ًأڎد ؇ዛዊ؜ ଫّଊُلأ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ᆇᅒ٭۰ ި۱

1



وا৖৑رਃಾ؇ً؇ت اܳٴأڎي اܳٺ༲ܹ٭ܭ ا৙৑ނأ۰، ا৙৑ول: اܳڰݱܭ .1 ً؇ب 2

2 ڲ׭ոل
v⃗ :྾ཏۏ ۰༟๤ང •
P⃗ :྾ཏۏ وزن •

E⃗ :ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ ا௯௫௵؇ل ނڎة •
F⃗ ڢިة: •

d⃗ :۰༡إزا •

ᆃᅭո֔اڤ۾ اिऻؠ׿ار ଄૵׭מڞ 2 .1
1 ׂ֔ۑֵ؉

اৎ৊گڎار. ۱ڍا ڢ٭۰݄ ஓ୷ټܭ ᄩᄟިޗ ۋ٭ت ૰૖أ؇ع ሒᇼ؇اܳލأ اৎ৊گڎار ஓ୷ټܭ

( Vectoriel Calcul ) ᆃᅭո֔اڤ۾ اݾষۻոب 1 .2 .1
M⃗ N اڤ۾ո֔ع ؉ֵ ׂ֔ۑ

M

N

M⃗ N

༡؇݁ܭ اܳލأ؇ع

اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੅ݱ؇فݧ ؇ୖ୒ ݁ިۏ۰۳ ݁ފٺگ٭۰݄ ڢޚأ۰ ި۱ M⃗ N اܳލأ؇ع
M اܳٷگޚ۰ (Origin): اिऻץ׿أ •

(M N ) اৎ৊ފٺگࡗࡲ (Support): اݾոষڲڞ •
N ިොຶ M ݆݁ (Direction): اո൑สेूه •

M N اܳگޚأ۰ ޗިل ሒᇭ റണ೭ټܭ |M N | (Magnitude): اڤ܋ܙل •



3 وا৖৑رਃಾ؇ً؇ت اܳٴأڎي اܳٺ༲ܹ٭ܭ ا৙৑ނأ۰، ا৙৑ول: اܳڰݱܭ .1 ً؇ب

1 ڲ୹୴ؼ܊ոت
V⃗ وا༡ڎ: ොຳݠف اܳލأ؇ع ஓ஄ټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆ •

ۊݱ؇فݱ۬ ଫଃّ؞٭ دون ݁ިازٍ ႟ၽ૰૖ ᄩᄥَگ ஓ୷ܝ݆ اࠍ੆ݠ: اܳލأ؇ع •
ො੼ڎدة ࢻࣖال۰ ਍ಸگޚ۰ ਊಾਵਦޔ اৎ৊گ٭ڎ: اܳލأ؇ع •

ඔ൹݁أ ا෠ູ؇ه ሒᇭ 1 ᄩᄟިޗ ނأ؇ع ا༡ިܳڎة: ۬༶݁ٺ •

቞ቘ۾ո֔ع: ෥໋ոֵ ൄളا ا߫ࠉࠗ׭מڞ 2 .2 .1
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ V⃗ ނأ؇ع أي ஓ஄ټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆ ،ሒᇆرႤၽدل ሒᇉڎا༡إ َޙ؇م ሒᇭ

V⃗ =Vx i⃗ +Vy j⃗ +Vz k⃗

ۋ٭ت:
اܳލأ؇ع ঴঒ਵਦ؇ت :Vx ,Vy ,Vz •

ا௱௯௫؇ور আॻ༟ ا༡ިܳڎة ݁ٺ۳۠؇ت :⃗i , j⃗ , k⃗ •

(اिऻؠ׿ار): اڤ۾ո֔ع ܈ܙل 3 .2 .1

|V⃗ | =
√

V 2
x +V 2

y +V 2
z

١֔۳ॊूا ࣷ࣬ຐ ا۰ո۰ॊूמ١ اڤ֔ڵڪמոت 3 .1
:١֔۳ॊूا ֆჸც أ-

C⃗ = A⃗+ B⃗

:١֔۳ॊूا ܈ۑح ب-

D⃗ = A⃗− B⃗



وا৖৑رਃಾ؇ً؇ت اܳٴأڎي اܳٺ༲ܹ٭ܭ ا৙৑ނأ۰، ا৙৑ول: اܳڰݱܭ .1 ً؇ب 4
ஈஃ۰ܧ: ּ֔׿د ո֔۳ع ຖ׿اء ج-

E⃗ = k · A⃗

(اڤרؠ܋ܧ): اڤۻஈஃܧ اݾ঻׿اء د-

A⃗ · B⃗ = |A⃗| · |B⃗ | ·cosθ

:(ᆃᅋرոশاݾ) ᆃᅭո֔اڤ۾ اݾ঻׿اء ٢ـ-

A⃗× B⃗ = |A⃗| · |B⃗ | · sinθ · n⃗

.B⃗ و A⃗ ًـ ا௱௯௫ڎد اৎ৊ފٺިي আॻ༟ ᆇᅦިدي و༡ڎة ۬༶݁ٺ n⃗ ۋ٭ت

( Vectoriel Calcul ) ᆃᅭո֔اڤ۾ اݾষۻոب 4 .1
ᆃᅭո֔اڤ۾ اݾষۻոب ᆃᅞ ڲؠ׿ڲ١ 1 .4 .1

݁گڎار ؇ୖ୒ มฆܳا اᆇᅀܳ٭؇ت ᄴᄟراݿ۰ ل؇ء ଩ଃواܳڰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا৙৑دوات ݆݁ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੆ފ؇ب ଫଊلأٺ
وا෠ູ؇ه.

( Unitaire Vecteur ) اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع 2 .4 .1
1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:u⃗ ਲ਼ਦීෂ؇ً ༟؇دة ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ اܳݱۜ٭ں، اܳިا༡ڎ ૭૏؇وي ᄩᄟިޗ ނأ؇ع ި۱ ا༡ިܳڎة ނأ؇ع
|u⃗| = 1

اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع ႞႐ेूࠬࡇ اڤ۾ո֔ع ֍ڷ જੴاڤ׫֔ץ
ا෠ູ৖৑؇ه: َڰݴ ᄩᄟ اᄳᄟي u⃗ ا༡ިܳڎة ނأ؇ع ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ؜ٷ۬ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ v⃗ ނأ؇ع أي

v⃗ = |v⃗ | · u⃗ = v · u⃗

.v⃗ اܳލأ؇ع ޗިل ި۱ v = |v⃗ | ۋ٭ت



5 وا৖৑رਃಾ؇ً؇ت اܳٴأڎي اܳٺ༲ܹ٭ܭ ا৙৑ނأ۰، ا৙৑ول: اܳڰݱܭ .1 ً؇ب
اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع إո൑ฝد

:v⃗ ඔ൹݁أ ܳލأ؇ع اৎ৊ިازي ا༡ިܳڎة ނأ؇ع ෠ຬ৕৑؇د
u⃗ = v⃗

|v⃗ | =
v⃗

v

( Vectorielle Addition ) ᆃᅭո֔اڤ۾ ֆ०ग़॑ا 3 .4 .1
اڤ׫֔ۑֵ؉

ۋ٭ت: w⃗ ༥ڎࢴࣖ ނأ؇ع ި۱ v⃗ و u⃗ ඔ൹༟؇اܳލأ ؕᆇᅹ
w⃗ = u⃗ + v⃗

ֆޠަޯڵ اૃેר׿۰מ١ ֵؠ١ اڤ܋ۑ

u⃗

v⃗

w⃗ = u⃗ + v⃗

A

B

C

ا৙৑ݪఈఃع ݁ٺިازي لگ۰ ًޚݠ ሒᇼ؇اܳލأ ؕ৵৩ৠا :1 .1 ႟ၽނ

ا۰ո۰ॊूמ١ اݾশܙاص
:( Commutativity ) اڤ׫ץ׿ֵڪמ١ .1

u⃗ + v⃗ = v⃗ + u⃗

:( Associativity ) اڤ׫ّڵמ֔מ١ .2
(u⃗ + v⃗)+ w⃗ = u⃗ + (v⃗ + w⃗)

:( Element Neutral ) اոୢୠଡ଼ࠥࡇ ෕໒اڤ֔ר .3
u⃗ + 0⃗ = u⃗

ݬڰݠ) ؇ୖ୒ިޗ) اৎ৊ٷأڎم اܳލأ؇ع ި۱ 0⃗ ۋ٭ت
:( Opposite ) اո֔िऻټۥ ෕໒اڤ֔ר .4

u⃗ + (−u⃗) = 0⃗
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ᆃᄺ׿اຒॆूا اिऻۻ׫ܙى ᆃᅞ اڤ۾ո֔ع ଄૵׭מڞ 4 .4 .1

:(x, y) ّ۬؇ਃುڎا༡؆࿓ v⃗ اܳލأ؇ع ஓ஄ټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت، َޙ؇م ሒᇭ
v⃗ = xi⃗ + y j⃗

.ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ y و x દઊިر௱௯௫ا ሒሃ؇෠ູا ሒᇭ ا༡ިܳڎة ؇༟؇ނأ ؇ᆇᆅ j⃗ و i⃗ ۋ٭ت
ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل

ڣ؆ن: ،v⃗ = (1,−2) و u⃗ = (2,3) Ⴄ၍ن إذا
u⃗ + v⃗ = (2+1,3+ (−2)) = (3,1)

|u⃗| =
√

22 +32 =p
13

( Subtraction Vector ) ١֔۳ॊूا ܈ۑح 5 .1
ᆃᅭո֔اڤ۾ اڤ܋ۑح ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .5 .1

:ঌॻل პაႰ لأُݠف ඔ൹༟؇اܳލأ દઊ۱ڍ ඔ൹ً اܳڰݠق ஓ୷ټܭ اᄳᄟي w⃗ اܳލأ؇ع ڣ؆ن ،v⃗ و u⃗ اܳލأ؇༟؇ن ܳ٭ܝ݆
w⃗ = u⃗ − v⃗ = u⃗ + (−v⃗)

݁أ؇܋ݴ). ۬۱؇෠ູا ܳـܝ݆ اৎ৊گڎار َڰݴ ᄩᄟ) v⃗ ܳـ اৎ৊أ؇܋ݴ اܳލأ؇ع ި۱ −v⃗ ۋ٭ت

u⃗

v⃗

−v⃗
w⃗ = u⃗ − v⃗

O

ሒᇼ؇اܳލأ اܳޚݠح ᆇᅦܹ٭۰ ஓ஄ټ٭ܭ :2 .1 ႟ၽނ

( Scalar a by Multiplication ) ؼؠמޅޜ ּ֔׿د اڤ۾ո֔ع ෕໋ب 6 .1
اڤ׫֔ۑֵ؉ 1 .6 .1

ۋ٭ت: w⃗ =α · v⃗ اܳލأ؇ع ި۱ α ۋگ٭ࠔࠫ ًأڎد v⃗ اܳލأ؇ع ๤ཚب
v⃗ ا෠ູ؇ه َڰݴ w⃗ ܳـ لܝިن :α> 0 Ⴄ၍ن إذا •
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v⃗ ܳـ ݁أ؇܋ݴ ا෠ູ؇ه w⃗ ܳـ لܝިن :α< 0 Ⴄ၍ن إذا •

اܳލأ؇ع റണ೭ڎد :|α| > 1 Ⴄ၍ن إذا •
اܳލأ؇ع ᆇᅀ਍ಱݷ :|α| < 1 Ⴄ၍ن إذا •

ؼؠמޅޜ ּ֔׿د اڤ෕໐ب ػܙاص 2 .6 .1
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੅ިاص ّܝިن ،α,β ∈R ႟ၽܳو ،v⃗ و u⃗ ඔ൹༟؇ܳލأ

اڤ׫ّڵמ֔מ١: .1
α(βu⃗) = (αβ)u⃗

:١֔۳ॊूا ֆჸც ࣷ࣬ຐ ֵ֔מ١ اڤ׫ܙز .2
α(u⃗ + v⃗) =αu⃗ +αv⃗

اຐॊू׿اد: ֆჸც ࣷ࣬ຐ ֵ֔מ١ اڤ׫ܙز .3
(α+β)u⃗ =αu⃗ +βu⃗

:ᆃᄱ෕໐اڤ اոୢୠଡ଼ࠥࡇ .4
1 · u⃗ = u⃗

( Vector a of Components ) اڤ۾ո֔ع ոथःদগت 7 .1
ᆃᄷرပ࿮ֵႥ႐ا اिऻۻ׫ܙي ᆃᅞ ؉ֵ اڤ׫֔ۑ 1 .7 .1

ۋ٭ت: ،(O, i⃗ , j⃗ ) ሒᇆرႤၽلᄴᄟا اৎ৊أ޺޾ ሒᇭ ً ؇༟؇ނأ v⃗ ܳ٭ܝ݆
x ا௱௯௫ިر ا෠ູ؇ه ሒᇭ ا༡ިܳڎة ނأ؇ع :⃗i •
y ا௱௯௫ިر ا෠ູ؇ه ሒᇭ ا༡ިܳڎة ނأ؇ع : j⃗ •

ׂٝոथःদগ ႞႐ेूࠬࡇ اڤ۾ո֔ع ֍ڷ જੴاڤ׫֔ץ 2 .7 .1

v⃗ = vx i⃗ + vy j⃗

ይዧލأ؇ع اܳأ݄ިدل۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ :vy - ይዧލأ؇ع ا৙৑ڣگ٭۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ :vx - ۋ٭ت:
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( Standard ) اڤ۾ո֔ع ܈ܙل 3 .7 .1

|v⃗ | =
√

v2
x + v2

y

١ֵ اളൂاو ֆڲ ١ؓ୹୴֔اڤ 4 .7 .1
ڣ؆ن: ،x وا௱௯௫ިر v⃗ اܳލأ؇ع ඔ൹ً ل۰ اෑෂاو ި۱ α Ⴄ၍ن }إذا

vx = |v⃗ |cosα

vy = |v⃗ |sinα

ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل 5 .7 .1
ڣ؆ن: ،v⃗ = 3⃗i +4 j⃗ Ⴄ၍ن إذا

|v⃗ | =
√

32 +42 =p
9+16 =p

25 = 5

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ّأُޚް x ا௱௯௫ިر ؕ݁ α ل۰ واෑෂاو
cosα= 3

5
= 0.6 ⇒ α≈ 53.13◦

1 ׂ֔ۑֵ؉
اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ݁ټܭ ෛ੼ٺܹڰ۰ أَޙ۰݄ ሒᇭ ොູڎث اܳٺިازن، َگޚ۰ ۋިل ݁ٺଲ୍رة ᄎცරඞ أي ሒሃ اᄳᄟࢻ۰ًࣕ
ً و༟؇دة اܳگܹص). ๤ཚً؇ت (݁ټܭ اܳٴ٭ިܳިۏ٭۰ أو اଫଐৎ৊دد)، اܳٺ٭؇ر (݁ټܭ ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ أو اܳٴٷڎول)، (݁ټܭ
۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ଫଃ༚ ݿ٭؇ڢ؇ت ሒᇭ ألݯً؇ ොຬڎث أن ஓ୷ܝ݆ أَ۬ ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ ل۰، اᄴᄟور اܳފܹފ۰ ᄎცݠ੆اࠍ لݱژ ؇݁
وا৕৑ނ؇رات اܳٴٷڎو৖৑ت ᄭᄥ݁ټ৙৑ا و૰૜݄ܭ .௧ௌਃ಻Ⴄၽ݁٭ ا଩ଐ۱از دون ਐಾڍࢻࣕب มฆܳا اܳݯިء، ༥ި݁؇ت ݁ټܭ
۰ਃಮ؇اܳـܝ٭݄٭ أو ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ሒᇭ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ොູڎث أن ஓ୷ܝ݆ اᆙᆊިৎ৊٭۰. واᄴᄟورات ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ

اܳٴ٭ިܳިۏ٭۰. أو ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ أو

2 ڲ୹୴ؼ܊ոت
.(1 -1 ႟ၽاܳލ) ม฀٭੊اࠍ ႟ၽލይዧ دوري ܳگ؇َިن وڣگً؇ اܳٷޙ؇م ّޚިر إذا ݁ٺٷ؇ܾؗ اৎ৊ڍࢻࣕب إن 1-لگُ؇ل
ม฀ۏ٭ ଫଃ༚ ႟ၽނ ৙৑ي دوري ܳگ؇َިن وڣگً؇ اܳٷޙ؇م ّޚިر إذا ݁ٺٷ؇ܾؗ ଫଃ༚ اৎ৊ڍࢻࣕب أن لگ؇ل -2
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.2 -1 ႟ၽاܳލ

3 ١ֵ ֿ܊ۑ
G اܳټگܭ ஼ணਵਦ ؜݆ ෛ੼ٺܹڰ۰ A َگޚ۰ ۋިل ሒᆶ؜ލިا ႟ၽނ ذات M ᄭᄥ൞ശܳ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ؜ਲ਼م لأޚް

: اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ۰
J/A = J/G +M(AG)2

(ଫ଍ނٺ؇ل-଩଍༥ި۱ ل۰ (َޙݠ

3 ڲ׭ոل
اܳިݪؕ ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟިො੼ ،؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ ᄭᄥ൞ശܳا ౫౜ళݠك اܳٷ؇ًݥ: -ᄭᄥ൞ശܳا َޙ؇م ሒᇭ اܳྟފ٭ޔ: اܳٺިاڣࠔࠫ اৎ৊ڍࢻࣕب -

ොේ٭ں. واܳأܝݴ රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اܳٷ؇ًݥ ሒᇭ ا௰௯௫ݞ۰َ
ೞ಻؇༥ ݆݁ اܳٴٷڎول ༃ဒر؊ّ أ਍ು؇ء اࠍ੆ݠ܋٭۰ واܳޚ؇ڢ۰ ۰ਃಸذ؇੊اࠍ وݪؕ ޗ؇ڢ۰ ོྥٴ؇دل اܳٷިاس، ሒᇭ اܳٷިاس: -

.රඝآ ሌᇿإ
ᄎცරඞ ଫଐّۏܾ ྘ྲྀٷ݄؇ اܳިݪؕ، ޗ؇ڢ۰ ෛຬݞن اܳިߙߵ ሒᇭ اܳލڎ ڣ؆ن اܳگ٭ټ؇رة، وߙߵ ଩ଐዛኗ ؜ٷڎ݁؇ اܳިߙߵ: ا଩ଐ۱از -

රඞ܋٭۰. ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اܳިߙߵ
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2 ոּب
اݾষݫݻل ֆڲ اूेول اڤءۢڞ ਗ৻رո଄૵

ᅽᅰوॊूا ਗ৻رոࠗا߫ࠉ ႞႖۰ڪۻ 1 .2
:1 ਗ৻ۑ଄૵

ඔ൹༟؇اܳލأ ඔ൹ً ا௱௯௫ݱިرة ل۰ اෑෂاو أۋފص
V⃗1 = 3⃗i +2 j⃗ − k⃗, V⃗2 = −⃗i +2 j⃗ + 3⃗k

:2 ਗ৻ۑ଄૵
:ඔ൹༟؇ލأይዧ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء ஓ୷ټܭ اᄳᄟي ،W⃗ اܳލأ؇ع أۋފص

V⃗1 = (1,0,−2), V⃗2 = (2,1,−1),

.؇݄ዛዊ྘ྲྀ θ ل۰ اෑෂاو اݿྥٷٺھ ቕ቉

11
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:3 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٷگ؇ط: ܳٺܝ݆

A(−1,−2,1), B(−3,1,4), C (−1,2,−3)

.R(O, X ,Y , Z ) ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اৎ৊ٺأ؇݁ڎ اৎ৊أ޺޾ ሒᇭ
ا৙৑ނأ۰: ؜ٴ؇رة أ܋ٺص .1−−→

O A,
−−→
OB ,

−−→
OC .

ނأ؇ع. ႟၍ ᄭᄥل ޗި أۋފص ቕ቉
:ඔ൹༟؇ލأይዧ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء ቕ቉ اܳފగఒ޶، اࠍ੊ڎاء أۋފص .2
−−→
O A,

−−→
OB .

اܳލأ؇ع: ڢٴܭ ݆݁ U⃗ ا༡ިܳڎة ނأ؇ع ༡ڎد .3
r⃗1 =−−→

O A+2
−−→
OB .

:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ ඔ൹༟؇اܳލأ ݆݁ ႟၍ ᄭᄥل وޗި ঴঒ਵਦ؇ت، أۋފص .4
r⃗2 =−−→

O A−−−→
OB +−−→

OC , r⃗3 =−−→
O A+−−→

OB +−−→
OC .

اܳأٴ؇رات: ༡ڎد .5
r⃗3 · (r⃗1 ∧ r⃗2), |r⃗1 ∧ r⃗2|, |r⃗3|.

:ඔ൹ً ل۰ اෑෂاو ༡ڎد .6
(r⃗1 ∧ r⃗2) و r⃗3.
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:4 ਗ৻ۑ଄૵
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ ඔ൹༟؇اܳލأ (⃗i , j⃗ , k⃗) اৎ৊ٴ؇๤ཇة ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اৎ৊ٺأ؇݁ڎة ً؇ܳگ؇༟ڎة واৎ৊ݞود ،R ೑ಸ؇اܳټ اৎ৊أ޺޾ ሒᇭ ଫଊܳٷأٺ

V⃗1 = 2t i⃗ + t j⃗ + k⃗, V⃗2 = 4t i⃗ − t j⃗ − t k⃗

اৎ৊ލٺگ؇ت: ۋފ؇ب َޚܹص .݆݁ෑෂا ި۱ t ۋ٭ت
d

d t

(
V⃗1 ∧ V⃗2

)
,

d

d t

(
V⃗1 · V⃗2

)
.

.๤ཇ؇ٴৎ৊ا ً؇ࠍ੆ފ؇ب .1
اܳލأ؇؜٭۰. اৎ৊ލٺگ؇ت ۊިاص ً؇ݿٺأ݄؇ل .2

:5 ਗ৻ۑ଄૵
.(⃗i , j⃗ , k⃗) اܳگ؇༟ڎة ذو ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اৎ৊ٺأ؇݁ڎ గጻዧأ޺޾ اৎ৊ྡྷފ۰ًި V⃗1,V⃗2,V⃗3 ۰ٔఈఃاܳټ ا৙৑ނأ۰ ܳٺܝ݆

اৎ৊ݯ؇؜ژ: ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء ঴঒ਵਦ؇ت أۋފص .1
V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3)

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳأఈఃڢ۰ اݿྥٷٺھ .2
V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) = (V⃗3 · V⃗1)V⃗2 − (V⃗1 · V⃗2)V⃗3

:6 ਗ৻ۑ଄૵
اܳލأ؇ع: Ⴄ၍ن إذا

V⃗ = (2x y + z3)⃗i + (x2 +2y) j⃗ + (3xz2 −2)⃗k

.di vV⃗ أي V⃗ اܳލأ؇ع ༟؇ਊಾڎ أۋފص .1
أن: ߓߵ۱݆ .2

r ot (V⃗ ) =∇∧ V⃗ = 0⃗
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:7 ਗ৻ۑ଄૵
.ጵ጑༟ ොේ٭۰༲؟ اܳٺ؇ܳ٭۰ ا൞ശܳ؇ً؇ت أي

M = (15,2±0,02)Kg,

M = (10,00±0,1)Kg,

M = (130,6±0,9)Kg

:8 ਗ৻ۑ଄૵
اّڰگިا ᄭᄥފٺޚ٭ৎ৊ا ఋዳዧرݪ٭۰ ڢ٭؇ݿ؇ت ༟ڎة ًأڎ اᄴᄟراݿ۰. ۰༟؇ڢ دا༠ܭ ًگ٭؇ݿ؇ت اܳޚܹٴ۰ ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ڢ؇م

:۰ਃಾ৚৑ا ༇຀؇اܳٷٺ আॻ༟
L = (10,0±0,1)m, l = (6,00±0,05)m

اܳگ؇۰༟؟ أرݪ٭۰ ۰༡؇݁ފ ڢ٭؇س ۰༶ཹྥ٭ ሒሃ ؇݁ .1

:9 ਗ৻ۑ଄૵
:؇ዝང؇ڢ٭ ۰༶ཹྥ٭ ݁ފ؇ڣ۰، ݁ٺۜݠك لگޚؕ

d = (18,0±0,3)m
ب: ّگڎر ز݁ٷ٭۰ ݁ڎة ఈః༠ل

t = (1,5±0,1)s
.∆v ੯੩ޚৎ৊ا وا৖৑رਃಾ؇ب v0 ۰༟๤ཏܳا أۋފص .1

اܳگ٭؇س؟ ۰༶ཹྥ٭ ሒሃ ؇݁ .2
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:10 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ༇຀؇اܳٷٺ আॻ༟ ੆਼ݱܹٷ؇ اৎ৊ٴ؇๤ཇة، ଫଃ༚ اܳگ٭؇س لگ۰ ޗݠ ૭૙ٺأ݄ܭ .۰૭૙؇༶݁ٺ أݿޚިا۰َ ܾ࿭੗ ڢ٭؇س ߖߵࢴࣖ

d = (20,0±0,2)cm, h = (6,00±0,05)cm
ارّڰ؇؜۳؇. ި۱ h و ا৙৑ݿޚިا۰َ ڢޚݠ ި۱ d ۋ٭ت

.∆V ੯੩ޚৎ৊ا وا৖৑رਃಾ؇ب V0 ܾ፳፞༕ا أۋފص .1
اܳگ٭؇س؟ ۰༶ཹྥ٭ ሒሃ ؇݁ .2

:11 ਗ৻ۑ଄૵
ڣٷ༶ڎ: D2 ሒᇚر؇੅اࠍ و D1 ঌॻ༠اᄴᄟا દઊاܳگޚݠ َگ྘ݴ ෠੼ިڣ۰ اݿޚިا۰َ ۹ᆙᆊ ܳگ٭؇س

D2 = (26,7±0,1)mm
D1 = (19,5±0,1)mm

دڢٺ۬. و اܳگ٭؇س ۰༶ཹྥ٭ أ؜ޔ

:12 ਗ৻ۑ଄૵
أ܋ٺص .a ݪܹأ۬ و m ঺঒ܹٺ۬ ڢ٭؇س ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ ྵฺ؇༶݁ٺ ݁ܝأص ৎ৊؇دة ρ ا፳፞༕݄٭۰ ᄭᄥ൞ശܳا ඔ൹ّأ٭ ߖߵࢴࣖ

اܳگ٭؇س. ۰༶ཹྥ٭

:13 ਗ৻ۑ଄૵
.݆݁ෑෂا t و اܳྥފ؇رع a اৎ৊ފ؇ڣ۰، x ஓ஄ټܭ ۋ٭ت x = 1

2 at 2 اܳأٴ؇رة ྵฺ؇෠ູ ݆݁ ᄕც؊ّ
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:14 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊گ؇دߌߵ ًأڎ ި۱ ؇݁

اܳٷ؇ًݥ ਵਦو۰َ ೑ಸ؇ٔ •
اܳأ݄ܭ •

۰༟؇ݿٺޚ৖৑ا •
ይዧޚިل. ً؇ܳྡྷފٴ۰ L و ይዧݞ݆݁، ً؇ܳྡྷފٴ۰ T ،ᄭᄥ൞ശይዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ M اܳٺ؇ܳ٭۰: اෂී݁ިز ૭૙ٺأ݄ܭ ఈః݁ۋޙ۰:

:15 ਗ৻ۑ଄૵
اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ܳأٴ؇رة ّأޚް h ؇ୖ୒ިޗ و ,R ڢޚݠ۱؇ َݱژ ,m ؇ዛውܹ঺঒ ۰૭૙؇༶݁ٺ ৖৑ݿޚިا۰َ ρ ا፳፞༕݄٭۰ ᄭᄥ൞ശܳا

ρ = mx

πhy R2

.ρ ا፳፞༕݄٭۰ ᄭᄥ൞ശይዧ ً؇ܳݯٴޔ اܳأٴ؇رة ዻዧࣕࢻ ً ؇༶݁ފྥٷٺ ,y و x ඔ൹ਐಸ؇اܳټ أو༥ڎ ا৙৑ًأ؇د، ً؇ݿٺأ݄؇ل
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ᅽᅰاूेو ႞႖اڤۻڪۻ ਗ৻رո଄૵ ຒݫݻل 2 .2
1 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ

:ඔ൹༟؇اܳލأ ඔ൹ً ا௱௯௫ݱިرة ل۰ اෑෂاو أۋފص
V⃗1 = (3,2,−1), V⃗2 = (−1,2,3)

اݾষڞ:
V⃗1 · V⃗2 = 3(−1)+2(2)+ (−1)(3) =−3+4−3 =−2

|V⃗1| =
√

32 +22 + (−1)2 =p
9+4+1 =

p
14

|V⃗2| =
√

(−1)2 +22 +32 =p
1+4+9 =p

14

cosθ = V⃗1 · V⃗2

|V⃗1||V⃗2|
= −2

14
=−1

7

θ = arccos
(−1

7

)
.

2 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:ඔ൹༟؇ލأይዧ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء ஓ୷ټܭ اᄳᄟي ،W⃗ اܳލأ؇ع أۋފص

V⃗1 = (1,0,−2), V⃗2 = (2,1,−1),

.؇݄ዛዊ྘ྲྀ θ ل۰ اෑෂاو اݿྥٷٺھ ቕ቉
اݾষڞ:

W⃗ = V⃗1∧V⃗2 =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 0 −2
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣= (0·−1−(−2)·1)⃗i−(1·−1−(−2)·2) j⃗ +(1·1−0·2)⃗k

W⃗ = (2,−3,1).

ًـ: ّأޚް ؇݄ዛዊ྘ྲྀ ل۰ اෑෂاو
cosθ = V⃗1 · V⃗2

|V⃗1||V⃗2|
.

V⃗1 · V⃗2 = 1 ·2+0 ·1+ (−2)(−1) = 2+0+2 = 4,

|V⃗1| =
√

12 +02 + (−2)2 =p
5, |V⃗2| =

√
22 +12 + (−1)2 =p

6.
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cosθ = 4p
30

, θ = arccos
(

4p
30

)
.

3 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اܳٷگ؇ط: ܳٺܝ݆

A(−1,−2,1), B(−3,1,4), C (−1,2,−3).

اݾষڞ:
َܝٺص: .1

−−→
O A = (−1,−2,1),

−−→
OB = (−3,1,4),

−−→
OC = (−1,2,−3).

|−−→O A| =
√

(−1)2 + (−2)2 +12 =p
6,

|−−→OB | =
√

(−3)2 +12 +42 =p
26,

|−−→OC | =
√

(−1)2 +22 + (−3)2 =p
14.

اܳފగఒ޶: اࠍ੊ڎاء .2
−−→
O A ·−−→OB = (−1)(−3)+ (−2)(1)+ (1)(4) = 3−2+4 = 5.

:ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء

−−→
O A∧−−→OB =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
−1 −2 1
−3 1 4

∣∣∣∣∣∣∣= (−2·4−1·1)⃗i−((−1)(4)−1(−3)) j⃗+((−1)(1)−(−2)(−3))⃗k

= (−8−1)⃗i − (−4+3) j⃗ + (−1−6)⃗k = (−9,−(−1),−7) = (−9,1,−7).

.3
r⃗1 =−−→

O A+2
−−→
OB = (−1,−2,1)+2(−3,1,4) = (−1−6,−2+2,1+8) = (−7,0,9).

ا༡ިܳڎة: ނأ؇ع
U⃗ = r⃗1

|r⃗1|
, |r⃗1| =

√
(−7)2 +02 +92 =p

49+81 =p
130.

U⃗ = 1p
130

(−7,0,9).
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.4

r⃗2 =−−→
O A−−−→

OB +−−→
OC = (−1,−2,1)− (−3,1,4)+ (−1,2,−3).

= (−1+3−1, −2−1+2, 1−4−3) = (1,−1,−6).

r⃗3 =−−→
O A+−−→

OB +−−→
OC = (−1−3−1, −2+1+2, 1+4−3) = (−5,1,2).

|r⃗2| =
√

12 + (−1)2 + (−6)2 =p
1+1+36 =p

38,

|r⃗3| =
√

(−5)2 +12 +22 =p
25+1+4 =p

30.

.5

r⃗1∧r⃗2 =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
−7 0 9
1 −1 −6

∣∣∣∣∣∣∣= (0·−6−9·−1)⃗i−((−7)(−6)−9·1) j⃗+((−7)(−1)−0·1)⃗k

= (0+9)⃗i − (42−9) j⃗ + (7−0)⃗k = (9,−33,7).

r⃗3 · (r⃗1 ∧ r⃗2) = (−5,1,2) · (9,−33,7) =−45−33+14 =−64.

|r⃗1 ∧ r⃗2| =
√

92 + (−33)2 +72 =p
81+1089+49 =p

1219.

ل۰: اෑෂاو .6
cosθ = (r⃗1 ∧ r⃗2) · r⃗3

|r⃗1 ∧ r⃗2||r⃗3|
= −64p

1219 ·p30
, θ = arccos

( −64p
1219 ·p30

)
.

4 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ ඔ൹༟؇اܳލأ (⃗i , j⃗ , k⃗) اৎ৊ٴ؇๤ཇة ۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا اৎ৊ٺأ؇݁ڎة ً؇ܳگ؇༟ڎة واৎ৊ݞود ،R ೑ಸ؇اܳټ اৎ৊أ޺޾ ሒᇭ ଫଊܳٷأٺ

V⃗1 = 2t i⃗ + t j⃗ + k⃗, V⃗2 = 4t i⃗ − t j⃗ − t k⃗
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اৎ৊ލٺگ؇ت: ۋފ؇ب َޚܹص .݆݁ෑෂا ި۱ t ۋ٭ت

d

d t

(
V⃗1 ∧ V⃗2

)
,

d

d t

(
V⃗1 · V⃗2

)
.

.෕ຸոץिऻا ոּݾষۻոب
V⃗1 = (2t , t , 1), V⃗2 = (4t , −t , −t ).

:ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء ৖৑أو

V⃗1 ∧ V⃗2 =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2t t 1
4t −t −t

∣∣∣∣∣∣∣= (0)⃗i + (6t ) j⃗ + (−6t 2 −4t )⃗k.

إذن:
V⃗1 ∧ V⃗2 = (0, 6t , −6t 2 −4t ).

اৎ৊ލٺگ۰:
d

d t
(V⃗1 ∧ V⃗2) = (0, 6, −12t −4).

اܳފగఒ޶: اࠍ੊ڎاء ؇ਃ಻؇ٔ
V⃗1 · V⃗2 = (2t )(4t )+ (t )(−t )+ (1)(−t ) = 8t 2 − t 2 − t = 7t 2 − t .

اৎ৊ލٺگ۰:
d

d t
(V⃗1 · V⃗2) = 14t −1.

اڤ۾ո֔֍מ١. اिऻ۾׫ؠոت ػܙاص ۰ոּ׫֔ڵոل
d

d t
(V⃗1 ∧ V⃗2) = V⃗1

′∧ V⃗2 + V⃗1 ∧ V⃗2
′
,

و
d

d t
(V⃗1 · V⃗2) = V⃗1

′ · V⃗2 + V⃗1 · V⃗2
′
.

اܳފ؇ًگ۰. ༇຀؇اܳٷٺ َڰݴ ෠ຶڎ V⃗2
′ = (4,−1,−1) و V⃗1

′ = (2,1,0) ොຳފ؇ب
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5 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
.(⃗i , j⃗ , k⃗) اܳگ؇༟ڎة ذو ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اৎ৊ٺأ؇݁ڎ గጻዧأ޺޾ اৎ৊ྡྷފ۰ًި V⃗1,V⃗2,V⃗3 ۰ٔఈఃاܳټ ا৙৑ނأ۰ ܳٺܝ݆

اৎ৊ݯ؇؜ژ: ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء ঴঒ਵਦ؇ت أۋފص .1
V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3)

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳأఈఃڢ۰ اݿྥٷٺھ .2
V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) = (V⃗3 · V⃗1)V⃗2 − (V⃗1 · V⃗2)V⃗3

َܝٺص: اৎ৊ݯ؇؜ژ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء لژ ّأݠ ً؇ݿٺأ݄؇ل .1

V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

V1x V1y V1z

(V2 ∧V3)x (V2 ∧V3)y (V2 ∧V3)z

∣∣∣∣∣∣∣ .

:আॻ༟ ොຶݱܭ اࠍଫଊ᛻੊ي اܳٺྟފ٭ޔ ًأڎ .2
V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) = (V⃗3 · V⃗1)V⃗2 − (V⃗1 · V⃗2)V⃗3.

اৎ৊ޚߺࠊ۰ً. اܳأఈఃڢ۰ ሒሃو

6 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
اܳލأ؇ع: Ⴄ၍ن إذا

V⃗ (x, y, z) = (2x y + z3) i⃗ + (x2 +2y) j⃗ + (3xz2 −2) k⃗,

:ঌॻل ؇݁ ؜݆ أۏص
.divV⃗ اܳލأ؇ع ༟؇ਊಾڎ أۋފص .1

أن: ߓߵ۱݆ .2
rot(V⃗ ) =∇∧ V⃗ = 0⃗.

∇φ= ොຳ٭ت φ ۏ۳ڎ ᄭᄟدا ۱ٷ؇ك Ⴄ၍ن إذا (أي ً ݁ٺۜڰޙ؇ V⃗ Ⴄ၍ن إذا ؇݁ اݿྥٷٺھ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰،
.(V⃗
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.divV⃗ اڤ׫ץຐո׿ ؼۻոب .1
لژ: ً؇ܳٺأݠ

divV⃗ = ∂

∂x
Vx + ∂

∂y
Vy + ∂

∂z
Vz .

༡ڎة: আॻ༟ ۰ਃಮඹජ ݁ލٺگ۰ ႟၍ ොຶފص
∂

∂x
Vx = ∂

∂x
(2x y + z3) = 2y,

∂

∂y
Vy = ∂

∂y
(x2 +2y) = 2,

∂

∂z
Vz = ∂

∂z
(3xz2 −2) = 6xz.

:ቕ቉
divV⃗ = 2y +2+6xz.

.rotV⃗ اႥ႐وران ؼۻոب .2
اৎ৊ݠ܋ّٴ۰: اܳݱ٭؞۰ ૭૙ٺ༱ڎم

rotV⃗ =
(
∂Vz

∂y
− ∂Vy

∂z
,
∂Vx

∂z
− ∂Vz

∂x
,
∂Vy

∂x
− ∂Vx

∂y

)
.

༡ڎة: আॻ༟ ݁ܝިنّ ႟၍ ොຶފص
ا৙৑ول: اည৊ܝިنّ •

∂Vz

∂y
= ∂

∂y
(3xz2 −2) = 0,

∂Vy

∂z
= ∂

∂z
(x2 +2y) = 0,

.0−0 = 0 ૭૏؇وي ا৙৑ول اည৊ܝިنّ إذاً
:ሒᇃ؇اܳټ اည৊ܝިنّ •

∂Vx

∂z
= ∂

∂z
(2x y + z3) = 3z2,

∂Vz

∂x
= ∂

∂x
(3xz2 −2) = 3z2,

.3z2 −3z2 = 0 ૭૏؇وي ሒᇃ؇اܳټ اည৊ܝިنّ إذاً
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اܳټ؇ܳت: اည৊ܝިنّ •
∂Vy

∂x
= ∂

∂x
(x2 +2y) = 2x,

∂Vx

∂y
= ∂

∂y
(2x y + z3) = 2x,

.2x −2x = 0 ૭૏؇وي اܳټ؇ܳت اည৊ܝިنّ إذاً
:ሒᇿ؇ܳٺ؇ً

rotV⃗ = (0,0,0) = 0⃗.

7 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
M = (130,6±0,9)kg :ሒሃ ۰༲اܳݱۜ٭ ۰ً؇൞ശܳا

ሒᇭ ل۰ اৎ৊أٷި ا৙৑رڢ؇م ༟ڎد ؕ݁ ਐಱިاڣݑ (6 .130) ๴ཏ྘ཬීෂا اܳگ٭؇س ሒᇭ ل۰ اৎ৊أٷި ا৙৑رڢ؇م ༟ڎد ৙৑ن
.ᄭᄥاܳڰ؇ݬ ًأڎ وا༡ڎ ݁أٷިي ߓߵڢܾ ݁ܝٺިب ا৖৑رਃಾ؇ب أن ۋ٭ت ،(9 .0) ا৖৑رਃಾ؇ب

8 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
A0 = l ×L = 6,00×10,0 = 60,0m2

∆A

A0
= ∆l

l
+ ∆L

L
= 0,05

6,00
+ 0,1

10,0
= 0,00833+0,01 = 0,01833

∆A = A0 ×0,01833 = 60,0×0,01833 ≈ 1,1m2

A = (60,0±1,1)m2
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9 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
v0 = d

t
= 18,0

1,5
= 12,0m/s

∆v

v0
= ∆d

d
+ ∆t

t
= 0,3

18,0
+ 0,1

1,5
= 0,01667+0,06667 = 0,08334

∆v = v0 ×0,08334 = 12,0×0,08334 ≈ 1,0m/s

v = (12,0±1,0)m/s

10 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
r = d

2
= 10,0cm ∆r = ∆d

2
= 0,1cm

V0 =πr 2h =π× (10,0)2 ×6,00 ≈ 1884,96cm3

∆V

V0
= 2

∆r

r
+ ∆h

h
= 2× 0,1

10,0
+ 0,05

6,00
= 0,02+0,00833 = 0,02833

∆V =V0 ×0,02833 ≈ 1884,96×0,02833 ≈ 53,4cm3

V = (1885±53)cm3
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11 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
e = D2 −D1

2
= 26,7−19,5

2
= 7,2

2
= 3,6mm

∆e = ∆D2 +∆D1

2
= 0,1+0,1

2
= 0,1mm

e = (3,6±0,1)mm

12 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
ρ = m

a3

∆ρ

ρ
= ∆m

m
+3

∆a

a

ρ = ρ0 ±∆ρ

13 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
[x] = L

[
1

2
at 2] = [a][t ]2 = (LT −2)(T 2) = L

.۰૭૙؇༶݁ٺ اܳأٴ؇رة إذا ،[x] = [1
2 at 2] = L أن ؇ஓ୾
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14 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
[k] = MT −2 اܳٷ؇ًݥ: ਵਦو۰َ ೑ಸ؇ٔ •

[W ] = ML2T −2 اܳأ݄ܭ: •
[P ] = ML2T −3 :۰༟؇ݿٺޚ৖৑ا •

[p] = ML−1T −2 اܳݯ؞ޔ: •

15 : ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ ຒڞ
[ρ] = ML−3

[
mx

hy R2

]
= M x

Ly L2
= M xL−(y+2)

M xL−(y+2) = M 1L−3

x = 1, −(y +2) =−3 ⇒ y = 1

ρ = m

πhR2



3 ոּب
ׂ܋ץמؠոت و ڲء٢ո߈ߣ اݾষۑոञःت

(Kinematics) ၿၛۑষاݾ ຐܫܯ 1 .3
اܳگިى). (أي ᄎცݠ੆اࠍ ۱ڍه ஓ୾ފُྟٴ؇ت ا۱৖৑ٺ݄؇م دون ا৙৑ۏފ؇م ᄎცරඞ ࢴَࣖرس ل؇ء ଩ଃاܳڰ ݆݁ ڣݠع ި۱

واৎ৊ފ؇ڣ۰ و݁ފ؇ره، ،۬༟ر؇૭૜و و๤ང؜ٺ۬، ،݆݁ෑෂا ਵਦور ؕ݁ ྾ཏ੊اࠍ وݪأ٭۰ ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ وݬژ اܳأ޺޾ ۱ڍا ཯ྥٷ؇ول
රඞ܋ٺ۬. ڣଫଐة ఈః༠ل لگޚأ۳؇ มฆܳا

ၿၛۑষاݾ ༐ਫ਼੊מ١ 2 .3
ᄎცරඞ أو ੯੩ُ݁ޚ ݿܝިن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ َ۬؊ً ؇݁ ྾ཏۏ وݬژ ஓ୷ܝ݆ ఈఃڣ ૭૙ྟ٭؇ن، ݁ڰ۳ި݁؇ن واܳފܝިن ᄎცݠ੆اࠍ

݁ޚُܹگ۰.

1 ڲ׭ոل
ఋዳዧرض. ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ڎܙن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ّܝިن اᄴᄟرس ۰༟؇ڢ •

اܳگ݄ݠ. ݿޚں আॻ༟ ݁ިۏިد ৎ৊ݠاڢص ً؇ܳྡྷފٴ۰ ၿၛബഏ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ؇ዛዊوܳـܝ •

.྾ཏ੊اࠍ ᄎცරඞ ᄴᄟراݿ۰ ඔ൹݁أ ਵਦۏؕ اۊٺ٭؇ر ؇ًஓ୴دا ا๤ཟܳوري ݆݁ ،ዻዧᄳᄟ

27
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( Frame Reference ) ֆۑـिऻا 3 .3
1 ׂ֔ۑֵ؉

ሌᇿإ ሒᇃ؇اܳټ ྾ཏ੊اࠍ ᄎცරඞ ཹُྡྷފِص ۋ٭ت ،රඝآ ྾ཏۏ ᄎცරඞ ᄴᄟراݿ۰ ෛຶٺ؇ره ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ྾ཏۏ ި۱ اৎ৊ݠۏؕ
(اৎ৊ݠۏؕ). ا৙৑ول ྾ཏ੊اࠍ

إ༡ڎاਃು؇ت ᄭᄥᆇ໶ໜ اৎ৊ݠۏؕ ۱ڍا رًޔ ෠ຬص ،ඔ൹݁أ ৎ৊ݠۏؕ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ؇݁ ྾ཏ੊ࠍ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اᄴᄟراݿ۰ وරජ৕৑اء
ز݁ٷ٭۰. ࠍ੆ޙ۰ أي ሒᇭ ࢻࣖڢ۰ ྾ཏ੊اࠍ ݁ިݪؕ ܳٺ༲ڎࢴࣖ (݁أ޺޾)

:֦۰ոרिऻا اिऻ֔ܫܯ اػ׫מոر 1 .3 .3
R(O, x, y, z) اৎ৊أ޺޾ ૭૙ٺ༱ڎم اڤءո۠ء: ሒᇭ ᄎცݠ੆اࠍ ೑಻Ⴄ၍ إذا •
R(O, x, y) اৎ৊أ޺޾ ૭૙ٺ༱ڎم اिऻۻ׫ܙي: ሒᇭ ᄎცݠ੆اࠍ ೑಻Ⴄ၍ إذا •

R(O, x) اৎ৊أ޺޾ اݿٺ༱ڎام لܝࠕࠫ ڲۻ׫ؠ߈ߣ: ػ܅ আॻ༟ ᄎცݠ੆اࠍ ೑಻Ⴄ၍ إذا •

( Point Material ) اոिऻد١ֵ اڤרؠ܋١ ڲء٤ܙم 4 .3
1 ׂ֔ۑֵ؉

྾ཏ੊اࠍ ଫଊَأٺ ا৙৑ۏފ؇م. ᄎცරඞ دراݿ۰ ܳٺྟފ٭ޔ ૭૙ٺ༱ڎ݁۬ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ሒᇿ؇݁ټ ஓ஁ިذج ሒሃ اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰
؜ٷڎ݁؇: ݁؇دل۰ َگޚ۰

ڲոد١ֵ ֿؠ܋١ ༯ເ঻اݾ ا֍׫ץոر ෕ຸوط 1 .4 .3
ොຳݠ܋ٺ۬ ڣگޔ وዛኡࡤࡲ َڰފ۬، ۋިل ۰ਃ಻وراᄴᄟا ྾ཏ੊اࠍ ᄎცݠොຳ ዛኡࡤࡲ ৖৑ ؇਍಻أ أي :١ॴబوراႥ႐ا ၿၛۑষاݾ إոჸჶل •

(රඝ৚৑ ݁ިݪؕ ݆݁ ᄩᄟ؇گਐ಻ا) ۰ਃಸ؇༲૭૙৖৑ا
اᄴᄟراݿ۰، ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎم اৎ৊ݠۏؕ ً؊ًأ؇د ݁گ؇ر۰َ ً ༥ڎا ݬ؞ଫଃة ྾ཏ੊اࠍ أًأ؇د ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ اոּ֔ॊूد: ۝֏ۑ •

؇ୖ୒؇ᆇᆅإ ஓ୷ܝ݆ ොຳ٭ت
ᄩᄥټஓ஄ اᄳᄟي اࠍ੆گ٭ࠔࠫ ྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ঺঒ ૭૜؇وي اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰ ᄭᄥ঺঒ :႞႖೏ಧاڤ ࣷ࣬ຐ اݾষءոظ •
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2 ڲ׭ոل
اܳލ݄ݴ ۋިل ؇ዛው܋රඞ دراݿ۰ ؜ٷڎ ݁؇دل۰ َگޚ۰ ଫଊّأٺ ا৙৑رض •

ඔ൹ྡྷٺ཯݁ڎ ඔ൹ً ؇ዛው܋රඞ دراݿ۰ ؜ٷڎ ݁؇دل۰ َگޚ۰ ଫଊّأٺ ݿ٭؇رة •
؇ዛውڢڍلڰ ݁ފ؇ر دراݿ۰ ؜ٷڎ ݁؇دل۰ َگޚ۰ ଫଊّأٺ ாணة •

( Characteristics Motion ) ၿၛۑষاݾ ચੴᄊᄉات 5 .3
( Vector Position ) ֆۛܙिऻا ո֔۳ع 1 .5 .3

؉ֵ اڤ׫֔ۑ ෥໋ոֵ ൄളا :1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ً؇ܳأఈఃڢ۰: ا৙৑ًأ؇د ሒᇉఈఃٔ اႤၽܳر଩ଃّي اৎ৊أ޺޾ ሒᇭ t ا࠯࠵࠺ޙ۰ ሒᇭ M ᄎც݁ٺۜݠ ݁؇دل۰ َگޚ۰ ݁ިݪؕ لأݠفّ

−−→
OM(t ) = x(t )⃗i + y(t ) j⃗ + z(t )⃗k

ۋ٭ت:
t ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع :−−→OM(t ) •

اܳٷگޚ۰ ݁ިڢؕ ؜݆ ଫଊّأ มฆܳا ل۰ ଩ଃّرႤၽܳا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت :x(t ), y(t ), z(t ) •
ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ x, y, z ا௱௯௫؇ور আॻ༟ ا༡ިܳڎة ݁ٺ۳۠؇ت :⃗i , j⃗ , k⃗ •

ᆃᄺ׿اຒॆूا ا߫ࠉࠗ׭מڞ

݁ݱڰިڣ۰: ݬިرة ሒᇭ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع ஓ஄ټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆

−−→
OM(t ) =

x(t )
y(t )
z(t )


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واڤۻڎܙن ၿၛۑষاݾ ոຒूेت 2 .5 .3
اڤۻڎܙن ႞႐ոຒ

:݆݁ෑෂا ؜݆ ᄭᄥو݁ފٺگ ۰ਐಸ؇ٔ ً ڢ٭݄؇ ّܝިن x, y, z ؇ዛኤ؇ਃುڎا༡إ ڣ؆ن ݿܝިن، ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا
x =೑ಸ؇ٔ, y =೑ಸ؇ٔ, z =೑ಸ؇ٔ

ၿၛۑষاݾ ႞႐ոຒ
:݆݁ෑෂا ሒᇭ ً ৖৑دوا ّܝިن ؇ዛኤ؇ਃುڎا༡إ ڣ؆ن ،ᄎცරඞ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

x = x(t ), y = y(t ), z = z(t )

.ᄎც࠯࠵࠺ݠ اෑෂ݁ٷ٭۰ ً؇ৎ৊أ؇د৖৑ت اᄴᄟوال ۱ڍه ް݄૭૜و

واളൂڲڷ ֆۛܙिऻا ո֔۳ع അ೪ּ ١ؓ୹୴֔اڤ 3 .5 .3
ز݁ٷ٭۰ ࠍ੆ޙ۰ ႟၍ ؜ٷڎ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ ݁ިڢؕ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع ஓ୷ټܭ •

ᄎცݠ੆اࠍ ݁ފ؇ر ොຬڎد ݆݁ෑෂا ؕ݁ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع ଫଃّ؞ •
྾ཏ੊اࠍ ۰༟๤ང ّأޚ޶ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع ݁ލٺگ۰ •

྾ཏ੊اࠍ ૭૜؇رع ّأޚ޶ ۰ਃ಻؇اܳټ اৎ৊ލٺگ۰ •

ֆۛܙिऻا ո֔۳ع أჸჶמ١ 4 .5 .3
اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ይዧٷگޚ۰ اᄴᄟڢ٭ݑ اৎ৊ިڢؕ ොຬڎد •

واܳྥފ؇رع ۰༟๤ཏܳا ࠍ੆ފ؇ب أݿ؇س •
ᄎცݠ੆اࠍ ݁ފ؇ر ොູڎࢴࣖ ሒᇭ ༟؇૭૏ڎ •

ᄎც࠯࠵࠺ݠ ๴ཚ؇ل ීෂا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ أݿ؇ݿ٭۰ أداة •



31 ّޚٴ٭گ؇ت و ݁ڰ؇۱ࡗࡲ اࠍ੆ݠভ঒؇ت .3 ً؇ب

واिऻۻոر اളൂڲרמ١ اո֔िऻدूेت 6 .3
( Equations Time ) اളൂڲרמ١ اո֔िऻدूेت 1 .6 .3

،M اܳٷگޚ۰ ᄎცݠ੆ࠍ اളൂڲרמ١ ًـاո֔िऻدूेت ݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰ إ༡ڎاਃು؇ت ؜݆ ଫଊّأ มฆܳا اᄴᄟوال ް݄૭ُ૜
أي:

x = f (t ), y = g (t ), z = h(t )

( Trajectory ) اिऻۻոر 2 .6 .3
.؇ዛው܋රඞ أ਍ು؇ء اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰ ૰૜؞۳ܹ؇ มฆܳا اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ గጻዧިاݪؕ ๴ངୖٷڎ୒ا ا௱௯௫ܭ ި۱ اिऻۻոر

اिऻۻոر ႞႐دո֔وڲ اളൂڲרמ١ اո֔िऻدूेت അ೪ּ اڤءۑق 3 .6 .3
݆݁ෑෂا ሒᇭ ᄕცوال اܳٷگޚ۰ إ༡ڎاਃು؇ت ؜݆ ଫଊّأ اളൂڲרמ١: اո֔िऻدूेت •

x = x(t ), y = y(t ), z = z(t )

݆݁ෑෂا ༡ڍف ًأڎ ۰ਃ಻Ⴄၽৎ৊ا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ ؜݆ ଫଊّأ اिऻۻոر: ႞႐دո֔ڲ •
y = f (x) و z = g (x) اৎ৊ފٺިي) ሒᇭ)

3 ڲ׭ոل

اिऻ֔܋מոت
݁؇دل۰: َگޚ۰ ᄎცݠ੆ࠍ اෑෂ݁ٷ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ܳٺܝ݆

x = 2t

y = 0

z =−5t 2 +4t

اिऻ܋ݫݻب
ᄩႍၽوނ اৎ৊ފ؇ر ᄭᄟ݁أ؇د أو༥ڎ .1

t = 1s ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ ؜ٴ؇رّ۬ اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،t ܋٭ڰ٭۰ ࠍ੆ޙ۰ ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع ؜ٴ؇رة ا܋ٺص .2
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اݾষڞ

x = 2t ⇒ t = x
2 :ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ اिऻۻոر: ႞႐دո֔ڲ إո൑ฝد .1

اܳټ؇ܳټ۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ َأިض

z =−5
(x

2

)2
+4

(x

2

)
=−5

(
x2

4

)
+2x =−1.25x2 +2x

y = 0 :۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁
:ሒሃ اৎ৊ފ؇ر ᄭᄟ݁أ؇د }إذن

z =−1.25x2 +2x

y = 0

(اৎ৊ފٺިي y = 0 اৎ৊ފٺިي ሒᇭ ً Ⴄၽ݁ڣ٪؇ ً ڢޚأ؇ ஓ஄ټܭ z =−1.25x2+2x ᄭᄟأ؇دৎ৊ا اिऻۻոر: တ࿮۳ ส്׿ࠥࡇ
.(xz

:ሒሃ t ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع ؜ٴ؇رة :ֆۛܙिऻا ո֔۳ع
−−→
OM(t ) = x(t )⃗i + y(t ) j⃗ + z(t )⃗k = 2t i⃗ +0 j⃗ + (−5t 2 +4t )⃗k

:t = 1s ֍ר׿ ֆۛܙिऻا ո֔۳ع
−−→
OM(1) = 2(1)⃗i +0 j⃗ + (−5(1)2 +4(1))⃗k = 2⃗i +0 j⃗ + (−1)⃗k

ᆃᄧոֵ ચੴاڤء اڤ׫ຣڪמڞ 4 .6 .3
(xz (اৎ৊ފٺިي y = 0 اৎ৊ފٺިي ሒᇭ ොູڎث ᄎცݠ੆اࠍ •

اࠍ੆ݠ) (Ⴄ၍ܳފگިط ೑ಸ؇ٔ ૭૜؇رع ଫଃٔ؊ّ ොູب ᄎცරඞ ሌᇿإ ଫଃ૰૏ ؇ᆙᆘ ،ሐᇭႤၽ݁ ڢޚؕ اৎ৊ފ؇ر •
(2,0,−1) اৎ৊ިڢؕ ؜ٷڎ اܳٷگޚ۰ ّܝިن t = 1s ؜ٷڎ •

ݿ؇ܳص) x2 (݁أ؇݁ܭ ఋዳዧݿڰܭ ݁ڰٺިح ሐᇭႤၽৎ৊ا اܳگޚؕ •

اబेूঁؠոل وո֔۳ع ١ֵ اႥ႐اܺݦ ၿၛۑষاݾ 7 .3
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4 ڲ׭ոل

ڲոֲڞ ڲۻ׫ܙى ᆃᅞ ၿၛۑষاݾ :1 اिऻ׭ոل 1 .7 .3
−−→
OM(t ) = x(t )⃗i + y(t ) j⃗ + z(t )⃗k

اෑෂ݁ٷ٭۰: اৎ৊أ؇د৖৑ت ݆݁ وً؇ܳٺأިلݥ
−−→
OM(t ) = 2t i⃗ +0 j⃗ + (−5t 2 +4t )⃗k

:t = 1s ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ
−−→
OM(1) = 2(1)⃗i + (−5(1)2 +4(1))⃗k = 2⃗i − k⃗

ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ
( xz ݁ފٺިي ) y = 0 اৎ৊ފٺިي ሒᇭ ᄎცݠ੆اࠍ •

z ا௱௯௫ިر ا෠ູ؇ه ሒᇭ ೑ಸ؇ٔ ૭૜؇رع ሌᇿإ ଫଃ૰૏ ሐᇭႤၽৎ৊ا اܳگޚؕ •
۰ਃಸذ؇੊اࠍ ଫଃٔ؊ّ ොູب ݁گڍوف ᄎცරඞ ஓ୷ټܭ اࡺ࢕ࢦިذج ۱ڍا •

5 ڲ׭ոل

اिऻר׫܊ڵ١ ١ֵ اႥ႐اܺݦ ၿၛۑষاݾ :2 اिऻ׭ոل 2 .7 .3
اिऻ֔܋מոت

ل۰: اᄴᄟا߉ߵ ᄎცݠ੆اࠍ ݁أ؇د৖৑ت
x(t ) = a sin(ωt +φ), y(t ) = a cos(ωt +φ)

ۋ٭ت:
اᄴᄟا߉ߵة ڢޚݠ َݱژ :a •

ل۰ اෑෂاو ۰༟๤ཏܳا :ω •
ሒᆶڎاਐಸا ޗިر :φ •
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داܺݦي اिऻۻոر أن إոॻలت

x2 + y2 = [a sin(ωt +φ)]2 + [a cos(ωt +φ)]2

= a2[sin2(ωt +φ)+cos2(ωt +φ)] = a2(1) = a2

إذن:
x2 + y2 = a2

.a ڢޚݠ۱؇ وَݱژ (0,0) ؇۱஼ணਵਦ دا߉ߵة ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃو

1 ڲ୹୴ؼ܊ոت

١ֵ اႥ႐اܺݦ ၿၛޠަޫۑ واؓ֔מ١ ׂ܋ץמؠոت
ً ؇ਊಱّگݠ دا߉ߵي ݁ފ؇ر ሒᇭ ا৙৑رض ۋިل ࢴࣖور :ᆃᅭոاڤۢר اڤؠڵۑ ၿၛബഏ .1

ًިر) (ஓ஁ިذج اᄳᄟرة ሒᇭ اܳٷިاة ۋިل اूॆڤـڎજઁون: ၿၛബഏ .2

( Vector Displacement ) اబेूঁؠոل ո֔۳ع 3 .7 .3
෥໋ոֵ ൄളا ؉ֵ اڤ׫֔ۑ

ނأ؇ع ڣ؆ن ،t2 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ M ′ اৎ৊ިݪؕ ሌᇿإ اਐ಻گܭ ቕ቉ ،t1 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ M اৎ৊ިݪؕ ሒᇭ اৎ৊ٺۜݠك Ⴄ၍ن إذا
:ި۱ →−−−اਐ಻৖৑گ؇ل

M M ′ =−−−→
OM ′(t2)−−−→

OM(t1)

෥ີاૃેר׿ ا߫ࠉࠗ׭מڞ
اዛዊܳ؇ل۰ ਍ಸگޚ۰ اܳٴڎال۰ َگޚ۰ ߌߵًޔ اᄳᄟي ۬༶ٺৎ৊ا ި۱ اਐ಻৖৑گ؇ل ނأ؇ع

ඔ൹ިݪأৎ৊ا ඔ൹ً ݁ފ؇ڣ۰ ๤ཡأڢ وஓ୷ټܭ

6 ڲ׭ոل
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ڲءۢڞ ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل

:݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ؇ዛኤ؇ਃುڎا༡إ ،۰਍ಱ݁ڎ ሒᇭ ౫౜ళݠك ݿ٭؇رة : ڲ׭ոل
−−→
OM(t ) = (2t )⃗i + (t 2) j⃗

t = 3s و t = 1s ඔ൹ا࠯࠵࠺ޙٺ ඔ൹ً اਐ಻৖৑گ؇ل ނأ؇ع أو༥ڎ اिऻ܋ݫݻب:

اݾষڞ:
:t = 1s ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ .1

−−→
OM(1) = 2(1)⃗i + (1)2 j⃗ = 2⃗i + j⃗

:t = 3s ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ .2
−−→
OM(3) = 2(3)⃗i + (3)2 j⃗ = 6⃗i +9 j⃗

اਐ಻৖৑گ؇ل: ނأ؇ع .3
−−−→
M M ′ =−−→

OM(3)−−−→
OM(1) = (6−2)⃗i + (9−1) j⃗ = 4⃗i +8 j⃗

:ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ

x ا෠ູ؇ه ሒᇭ و༡ڎات 4 ොູݠ܋ب اܳފ٭؇رة •
y ا෠ູ؇ه ሒᇭ و༡ڎات 8 و •

اৎ৊ފ؇ر اොຶٷ؇ء ૭૖ྟص اਐ಻৖৑گ؇ل ނأ؇ع ޗިل ݆݁ ଫଊأ܋ ۰༟ިگޚৎ৊ا اᆇᅹ৕৑؇ܳ٭۰ اৎ৊ފ؇ڣ۰ •

اబेूঁؠոل وո֔۳ع ١ຐؠ܋ܙिऻا ١ؔոۻिऻا അ೪ּ اڤءۑق 4 .7 .3
ڣگޔ) ඔ൹ިݪأৎ৊ا আॻ༟ (لأٺ݄ڎ واዛዊܳ؇ل۰ اܳٴڎال۰ มฆَگޚ ߌߵًޔ ۬༶݁ٺ اబेूঁؠոل: ո֔۳ع •

اৎ৊ފ؇ر) ႟ၽނ আॻ༟ (لأٺ݄ڎ ྾ཏ੊اࠍ ᄊჼݿܹـ اᄳᄟي ঌॻاܳڰأ اৎ৊ފ؇ر ޗިل :١ຐؠ܋ܙिऻا ١ؔոۻिऻا •
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( Vector Velocity ) ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع 8 .3
( Vector Velocity Average ) اिऻ׫ܙ۰܋١ ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع أ- 1 .8 .3

෥໋ոֵ ൄളا ؉ֵ اڤ׫֔ۑ
ً؇ܳأఈఃڢ۰: t2 و t1 ඔ൹ޙٺ੆ࠍ ඔ൹ً اৎ৊ٺިݿޚ۰ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع لأݠف

V⃗moy =
اਐ಻৖৑گ؇ل ނأ؇ع
اෑෂ݁ٷ٭۰ اৎ৊ڎة =

−−−→
M M ′

∆t
=
−−→
OM(t2)−−−→

OM(t1)

t2 − t1
= ∆

−−→
OM

∆t

اिऻۻ׫ຢ׿ڲ١ اളൄڲܙز
t1 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع :−−→OM(t1) •
t2 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع :−−→OM(t2) •

اෑෂ݁ٷ٭۰ اৎ৊ڎة :∆t = t2 − t1 •
اਐ಻৖৑گ؇ل ނأ؇ع :∆−−→OM =−−→

OM(t2)−−−→
OM(t1) •

7 ڲ׭ոل

ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل
:؇ዛኤ؇ਃುڎا༡إ اৎ৊ފٺިي، ሒᇭ ౫౜ళݠك ݿ٭؇رة

−−→
OM(t ) = (3t )⃗i + (2t 2) j⃗

t = 3s و t = 1s ඔ൹ً اৎ৊ٺިݿޚ۰ ۰༟๤ཏܳا أو༥ڎ
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اݾষڞ:

−−→
OM(1) = 3(1)⃗i +2(1)2 j⃗ = 3⃗i +2 j⃗
−−→
OM(3) = 3(3)⃗i +2(3)2 j⃗ = 9⃗i +18 j⃗

∆
−−→
OM = (9−3)⃗i + (18−2) j⃗ = 6⃗i +16 j⃗

∆t = 3−1 = 2s

V⃗moy = 6⃗i +16 j⃗

2
= 3⃗i +8 j⃗ m/s

( Vector Velocity Instantaneous ) اޠަޫ܊מ١ ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع ب- 2 .8 .3
෥໋ոֵ ൄളا ؉ֵ اڤ׫֔ۑ

ا࠯࠵࠺ޙ٭۰: ۰༟๤ཏܳا ሌᇿإ ّޝول اৎ৊ٺިݿޚ۰ ۰༟๤ཏܳا ڣ؆ن ،(∆t → 0 (أي t1 ݆݁ ً ༥ڎا ۰ਊಱڢݠ t2 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

V⃗ (t ) = lim
∆t→0

V⃗moy = lim
∆t→0

∆
−−→
OM

∆t
= d

−−→
OM(t )

d t

١ॴయرပ࿮ֵႥ႐ا اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ જੴاڤ׫֔ץ
Ⴄ၍ن: →−−إذا

OM(t ) = x(t )⃗i + y(t ) j⃗ + z(t )⃗k

ڣ؆ن:
V⃗ (t ) = d x

d t
i⃗ + d y

d t
j⃗ + d z

d t
k⃗ = ẋ i⃗ + ẏ j⃗ + żk⃗

8 ڲ׭ոل

ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل
اৎ৊أ؇د৖৑ت: وڣݑ ౫౜దݠك ྾ཏۏ

x(t ) = 2t 2 +3t , y(t ) = 4t 3 −2t , z(t ) = 5

t ࠍ੆ޙ۰ أي ؜ٷڎ ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا أو༥ڎ
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اݾষڞ:

vx = d x

d t
= 4t +3

vy = d y

d t
= 12t 2 −2

vz = d z

d t
= 0

V⃗ (t ) = (4t +3)⃗i + (12t 2 −2) j⃗ m/s

واޠަޫ܊מ١ اिऻ׫ܙ۰܋١ ١ຐ෕ເاڤ അ೪ּ اڤءۑق 3 .8 .3
اڤ׫܋ץמۂ ؉ֵ اڤ׫֔ۑ اڤרܙع

اܳأ؇م ا৙৑داء ڢ٭؇س ሒᇭ ૭૏ٺ༱ڎم ز݁ٷ٭۰ ڣଫଐة ఈః༠ل اৎ৊ިݪؕ ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ ݁ٺިݿޔ اৎ৊ٺިݿޚ۰ ۰༟๤ཏܳا
ঌॻاܳٺڰݱ٭ ᄎცݠ੆اࠍ ොູܹ٭ܭ ሒᇭ ૭૏ٺ༱ڎم اৎ৊ިݪؕ ሒᇭ ا࠯࠵࠺ޙ޶ ଫଃاܳٺ؞ ݁أڎل ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا

١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع ֲۘոۢػ 4 .8 .3
َگޚ۰ ႟၍ ؜ٷڎ గጻዧފ؇ر ً ᆙᆘ؇ݿ٭؇ لܝިن اո൑สेूه: •
ا࠯࠵࠺ޙ۰ ጥ጑ّ ؜ٷڎ ྾ཏ੊اࠍ ۰༟๤ང ஓ୷ټܭ اिऻؠ׿ار: •

ሒᇿوᄴᄟا اܳٷޙ؇م ሒᇭ (m/s) ۰ਃ಻؇ٔ/ଫଐ݁ اڤܙຒ׿ة: •
݆݁ෑෂا ؕ݁ ྾ཏ੊اࠍ ݁ިݪؕ ଫଃّ؞ ܋٭ڰ٭۰ لݱژ :١ॴటոֵ ચੴاڤء ႞႐ेूႥ႐ا •

9 ڲ׭ոل
اڤۻמոرات ᆃᅞ اڤءۑاڲڞ ֿ܊ոم :ࣽ࣬ჸთ ׂ܋ץמۂ

ይዧފ٭؇رة ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا ا৙৑݁؇ن أَޙ۰݄ ොູފص •
اܳٺިڢژ ݁ފ؇ڣ۰ ܳٺ༲ڎࢴࣖ اৎ৊أߺࠊ݁؇ت ۱ڍه ૭૜ٺ༱ڎم •

(ABS) ఈዳዧَ؞ఈఃق اৎ৊؇َأ۰ اܳڰݠا݁ܭ ّڰأ٭ܭ ሒᇭ ༟؇૭૜ڎ •
ً؇ܳټٴ؇ت ુળ༲اܳٺ وأَޙ۰݄ ܋ڰ؇ءة ݆݁ ොູފ݆ •
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ֆۛܙिऻوا ١ຐ෕ເاڤ അ೪ּ ١ؓ୹୴֔اڤ 5 .8 .3
ይዧݞ݆݁ ً؇ܳྡྷފٴ۰ గጻዧިݪؕ ሌᇿو৙৑ا اৎ৊ލٺگ۰ ሒሃ ۰༟๤ཏܳا •

ً؇ܳٺႤၽ݁ܭ: ۰༟๤ཏܳا ݆݁ اৎ৊ިݪؕ إ෠ຬ؇د ஓ୷ܝ݆ •
−−→
OM(t ) =−−→

OM 0 +
∫t

t0

V⃗ (τ)dτ

ᄎცݠ੆اࠍ ݁ފ؇فܭ ༡ܭ ሒᇭ أݿ؇ݿ٭۰ اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه •

ׂٝոوׂ܋ץמؠ ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع ֲۘոۢػ 9 .3
١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع ؼܙل اոેૃڲ١ ا୹୴िऻؼ܊ոت 1 .9 .3

ا۰ո۰ॊूמ١ ١ؓ୹୴֔اڤ
ይዧݞ݆݁: ً؇ܳྡྷފٴ۰ −−→OM(t ) اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع ݁ލٺݑ ૭૏؇وي t ؇݁ ࠍ੆ޙ۰ ሒᇭ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع

V⃗ (t ) = d
−−→
OM(t )

d t

اոેૃڲ١ اૃેר׿۰מ١ اݾ۝ոশמ١
اৎ৊ڎروݿ۰ M اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ஈኬቘۻոر ً ո۰מոᄊᄉ ֵڎܙن ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع •

྾ཏ࠯࠵࠾ ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ၿၛۑষاݾ اո൑สه ଄૨׭ڞ اڤ۾ո֔ع اո൑สه •
྾ཏ࠯࠵࠾ ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا ஓ୷ټܭ اڤ۾ո֔ع ڲؠ׿ار •

١ֵ ચੴׂرပ࿮اڤ اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ જੴاڤ׫֔ץ 2 .9 .3
ֆۛܙिऻا ո֔۳ع

−−→
OM(t ) = x(t )⃗i + y(t ) j⃗ + z(t )⃗k

١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع

V⃗ (t ) = d x(t )

d t
i⃗ + d y(t )

d t
j⃗ + d z(t )

d t
k⃗

=Vx i⃗ +Vy j⃗ +Vz k⃗
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اളൂڲרמ١ ஈኬቘ۾׫ؠոت ਗਈܙॴబ ચੴ݊ݦڲ 3 .9 .3
:ଫଃٺ؞గጻዧ ਲ਼ਦߌߵ اᄳᄟي اࠍ੆ݠف ڣިق َگޚ۰ ًިݪؕ ይዧݞ݆݁ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଫଃ݁ٺ؞ ݁ލٺگ۰ ሌᇿإ ਲ਼ਦߖߵ

V⃗ (t ) = ẋ i⃗ + ẏ j⃗ + żk⃗

10 ڲ׭ոل

اڤרמܙࢤ࣊ࣨ ચੴڲજઁاڤ ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭

d x

d t
= ẋ

d 2x

d t 2
= ẍ

d y

d t
= ẏ

dVx

d t
= V̇x

2 ڲ୹୴ؼ܊ոت

اڤؠמոس وຒ׿ات 4 .9 .3
١ຐ෕ເ቞ቘ اႥ႐وڤמ١ اڤܙຒ׿ة

m/s (۰ਃ಻؇ٔ ႟ၽܳ ଫଐ݁)
ڲۻ׫ຢ׿ڲ١ أബഎى وຒ׿ات

km/h :۰༟؇اܳފ ሒᇭ ଫଐ݁ߺࠊভ঒ •
cm/s :۰ਃ಻؇اܳټ ሒᇭ ଫଐ݄ݿྡྷٺ٭ •

mph :۰༟؇اܳފ ሒᇭ ݁٭ܭ •
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ᆃᅞۢءܙिऻا ا߫ࠉࠗ׭מڞ 5 .9 .3
ֆۛܙिऻا ո֔۳ع

−−→
OM =

x
y
z


١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع

V⃗ =

ẋ =Vx

ẏ =Vy

ż =Vz


11 ڲ׭ոل

ո۳ڲڞ ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل 6 .9 .3
اिऻ֔܋מոت

اৎ৊أ؇د৖৑ت: وڣݑ اৎ৊ފٺިي ሒᇭ ౫౜దݠك ྾ཏۏ
x(t ) = 3t 2 +2t , y(t ) = 4t 3 −6t , z(t ) = 5

اिऻ܋ݫݻب
ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع أو༥ڎ .1

t = 2s ؜ٷڎ ۰༟๤ཏܳا اۋފص .2
ا࠯࠵࠺ޙ۰ ۱ڍه ؜ٷڎ ᄎცݠ੆اࠍ ا෠ູ؇ه ༡ڎد .3
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اݾষڞ

اޠަޫ܊מ١: ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع .1
Vx = d x

d t
= 6t +2

Vy = d y

d t
= 12t 2 −6

Vz = d z

d t
= 0

V⃗ (t ) = (6t +2)⃗i + (12t 2 −6) j⃗

:t = 2s ֍ר׿ ١ຐ෕ເاڤ .2
Vx(2) = 6(2)+2 = 14m/s
Vy (2) = 12(4)−6 = 48−6 = 42m/s
V⃗ (2) = 14⃗i +42 j⃗ m/s

:ո٤٢ո൑สوا ١ຐ෕ເاڤ ڲؠ׿ار .3
|V⃗ (2)| =

√
142 +422 =p

196+1764 =p
1960 ≈ 44.27m/s

θ = tan−1

(
Vy

Vx

)
= tan−1

(
42

14

)
= tan−1(3) ≈ 71.57◦

اڤ༖ۻոرع وո֔۳ع ١ຐ෕ເاڤ ۳׿ة 10 .3
اޠަޫ܊מ١ ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع ۳׿ة 1 .10 .3

෥໋ոֵ ൄളا ؉ֵ اڤ׫֔ۑ

:۰༟๤ཏይዧ ل۰ ଩ଃّرႤၽܳا اৎ৊ݠ঴঒؇ت ݆݁ ොފص ُູ (اৎ৊گڎار) ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع ނڎة
V =

√
V 2

x +V 2
y +V 2

z =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2

12 ڲ׭ոل
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ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل

:؇݁ ྾ཏ੊ࠍ ۰༟๤ཏܳا ঴঒ਵਦ؇ت ೑಻Ⴄ၍ إذا
Vx = 3m/s, Vy = 4m/s, Vz = 0m/s

:۰༟๤ཏܳا ނڎة ڣ؆ن
V =

√
32 +42 +02 =p

9+16 =p
25 = 5m/s

( Vector Acceleration ) اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع 2 .10 .3
1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ஓ஄ټܭ ݁ٺ۰۳۠ ᆇᅒ٭۰ و۱ި .݆݁ෑෂا ؕ݁ ۰༟๤ཏܳا ଫଃّ؞ ݁أڎل ؜݆ ଫଊّأ มฆܳا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اᆇᅀܳ٭۰ ި۱ اܳྥފ؇رع
.۰༟๤ཏܳا ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ وا෠ູ؇ه ݁گڎار

( Vector Acceleration Average ) اिऻ׫ܙ۰܅ اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع أ-
෥໋ոֵ ൄളا ؉ֵ اڤ׫֔ۑ

ً؇ܳأఈఃڢ۰: لأݠف t2 و t1 ඔ൹ޙٺ੆ࠍ ඔ൹ً اৎ৊ٺިݿޔ اܳྥފ؇رع ނأ؇ع
a⃗moy = ∆v⃗

∆t
= v⃗(t2)− v⃗(t1)

t2 − t1

اिऻۻ׫ຢ׿ڲ١ اളൄڲܙز
t1 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ ۰༟๤ཏܳا :v⃗(t1) •
t2 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ ۰༟๤ཏܳا :v⃗(t2) •
اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰଫଐة :∆t = t2 − t1 •

۰༟๤ཏܳا ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ :∆v⃗ = v⃗(t2)− v⃗(t1) •

13 ڲ׭ոل
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ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل

:؇ዛው؜๤ང ݁ފٺگࡗࡲ، ۊޔ ሒᇭ ౫౜ళݠك ݿ٭؇رة
v⃗(2) = 20⃗i m/s, v⃗(5) = 35⃗i m/s

:t = 5s و t = 2s ඔ൹ً اৎ৊ٺިݿޔ اܳྥފ؇رع أو༥ڎ

a⃗moy = 35⃗i −20⃗i

5−2
= 15⃗i

3
= 5⃗i m/s2

3 ڲ୹୴ؼ܊ոت

اૃેר׿۰מ١ اݾ۝ոশמ١
اৎ৊ٺۜݠك. ݁ިݪؕ ؜݆ اܳٷޙݠ ً؞ݥ اৎ৊ފ؇ر، ّگأݠ ިොຶ ً ݁ٺ۳۠؇ ً دو݁؇ لܝިن اৎ৊ٺިݿޔ اܳྥފ؇رع ނأ؇ع

( Vector Acceleration Instantaneous ) اޠަޫ܊ܧ اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع ب-
෥໋ոֵ ൄളا ؉ֵ اڤ׫֔ۑ

ا࠯࠵࠺ޙ޶: اܳྥފ؇رع ሌᇿإ اৎ৊ٺިݿޔ اܳྥފ؇رع لޝول اܳݱڰݠ، ݆݁ ∆t اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰଫଐة ّگଫଐب ؜ٷڎ݁؇
a⃗(t ) = lim

∆t→0
a⃗moy = lim

∆t→0

∆v⃗

∆t
= d v⃗(t )

d t

ֆۛܙिऻا ո֔۳ع ֆڲ ١ؓ୹୴֔اڤ
ڣ؆ن: ،v⃗(t ) = dO⃗M(t )

d t أن ؇ஓ୾
a⃗(t ) = d 2O⃗M(t )

d t 2

١ֵ ચੴׂرပ࿮اڤ اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ જੴاڤ׫֔ץ
Ⴄ၍ن: إذا

O⃗M(t ) = x(t )⃗i + y(t ) j⃗ + z(t )⃗k

ڣ؆ن:
a⃗(t ) = d 2x

d t 2
i⃗ + d 2y

d t 2
j⃗ + d 2z

d t 2
k⃗ = ẍ i⃗ + ÿ j⃗ + z̈k⃗
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14 ڲ׭ոل

ո۳ڲڞ ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل
اৎ৊أ؇د৖৑ت: وڣݑ ౫౜దݠك ྾ཏۏ

x(t ) = 2t 3 −3t 2, y(t ) = 4t 2 +2t , z(t ) = 5t

اݾষڞ: t = 1s ؜ٷڎ ا࠯࠵࠺ޙ޶ اܳྥފ؇رع أو༥ڎ اिऻ܋ݫݻب:

vx = d x

d t
= 6t 2 −6t

vy = d y

d t
= 8t +2

vz = d z

d t
= 5

ax = d vx

d t
= 12t −6

ay =
d vy

d t
= 8

az = d vz

d t
= 0

a⃗(t ) = (12t −6)⃗i +8 j⃗

:t = 1s ؜ٷڎ
a⃗(1) = (12−6)⃗i +8 j⃗ = 6⃗i +8 j⃗ m/s2

واڤ༖ۻոرع ١ຐ෕ເاڤ അ೪ּ ١ؓ୹୴֔اڤ

ոֵۛמ١ ൄളا ١ؓ୹୴֔اڤ ؉ֵ اڤ׫֔ۑ اڤჸႱמ١
v⃗ = dO⃗M

d t اৎ৊ިݪؕ ଫଃّ؞ ݁أڎل ۰༟๤ཏܳا
a⃗ = d v⃗

d t = d 2O⃗M
d t 2 ۰༟๤ཏܳا ଫଃّ؞ ݁أڎل اܳྥފ؇رع
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واڤ༖ۻոرع ١ຐ෕ເواڤ ֆۛܙिऻا അ೪ּ ا۰ո۰ॊूמ١ اڤոؓ୹୴֔ت 11 .3
ا۰ո۰ॊूמ١ ١ؓ୹୴֔اڤ

ይዧݞ݆݁: ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع ݁ލٺݑ ૭૏؇وي ؇݁ ࠍ੆ޙ۰ ሒᇭ اܳྥފ؇رع ނأ؇ع

a⃗(t ) = dV⃗ (t )

d t

ᆃᄷرပ࿮ֵႥ႐ا اिऻ֔ܫܯ ᆃᅞ ၿၛޠަޫۑ اिऻڵચੴة ١֔۳ॊूا
ֆۛܙिऻا ո֔۳ع

−−→
OM(t ) = x(t )⃗i + y(t ) j⃗ + z(t )⃗k

١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع

V⃗ (t ) = d
−−→
OM(t )

d t
= d x(t )

d t
i⃗ + d y(t )

d t
j⃗ + d z(t )

d t
k⃗ = ẋ i⃗ + ẏ j⃗ + żk⃗

اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع

a⃗(t ) = dV⃗ (t )

d t
= d 2−−→OM(t )

d t 2
= d 2x(t )

d t 2
i⃗ + d 2y(t )

d t 2
j⃗ + d 2z(t )

d t 2
k⃗ = ẍ i⃗ + ÿ j⃗ + z̈k⃗

اڤؠמոس وຒ׿ات 1 .11 .3
༖቞ቘۻոرع اႥ႐وڤמ١ اڤܙຒ׿ة

m/s2 =ms−2

(اिऻؠ׿ار) اڤ༖ۻոرع ۳׿ة

a =
√

a2
x +a2

y +a2
z
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4 ڲ୹୴ؼ܊ոت

اոેૃڲ١ ١ॴటոֵ ચੴاڤء ا୹୴िऻؼ܊ոت
واिऻۻոر اڤ༖ۻոرع اո൑สه

۬౯౜ద اܳྥފ؇رع أن มฃلأ ۱ڍا ݁ٷۜٷ٭۰). ᄎცݠ੆اࠍ ೑಻Ⴄ၍ (إذا اৎ৊ފ؇ر ّگأݠ ިොຶ ً دو݁؇ ّܝިن اܳྥފ؇رع ۏ۰۳
اৎ৊ٷۜٷ٭۰. ᄎცݠ੆اࠍ ሒᇭ اොຶ৖৑ٷ؇ء ஼ணਵਦ ިොຶ ً ؇ஓ୴دا

١ຐرոۻ༖िऻا ၿၛۑষاݾ
Ⴄ၍ن: إذا ۰༟݁ྥފ؇ر ᄎცݠ੆اࠍ ّܝިن

a⃗ · V⃗ > 0

.݆݁ෑෂا ؕ݁ ߙ߳داد ۰༟๤ཏܳا وأن ༡؇دة، ۰༟๤ཏܳوا اܳྥފ؇رع ݁ٺ۳۠޶ ඔ൹ً ل۰ اෑෂاو أن มฃلأ و۱ڍا

اिऻ׫ץո܈כ١ ၿၛۑষاݾ
Ⴄ၍ن: إذا ݁ٺٴ؇ޗ۰٪ ᄎცݠ੆اࠍ ّܝިن

a⃗ · V⃗ < 0

.݆݁ෑෂا ؕ݁ ོྥٷ؇ڢݧ ۰༟๤ཏܳا وأن ،۰༥݁ٷڰݠ ۰༟๤ཏܳوا اܳྥފ؇رع ݁ٺ۳۠޶ ඔ൹ً ل۰ اෑෂاو أن มฃلأ و۱ڍا

ၿၛۑষاݾ اո൑สه
܋٭ڰ٭۰ لݱژ اܳྥފ؇رع اܳྥފ؇رع. ނأ؇ع و྘ܳݴ ،ᄎცݠ੆اࠍ ا෠ູ؇ه ஓ୷ټܭ اᄳᄟي ި۱ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع ا෠ູ؇ه

ا࠯࠵࠺ޙ޶. ᄎცݠ੆اࠍ ا෠ູ؇ه و྘ܳݴ ۰༟๤ཏܳا ଫଃّ؞

15 ڲ׭ոل

ո۳ڲڞ ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل
اिऻ֔܋מոت

اৎ৊أ؇د৖৑ت: وڣݑ ౫౜దݠك ྾ཏۏ
x(t ) = 3t 2 +2t , y(t ) = 4t 3 −6t , z(t ) = 0
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اिऻ܋ݫݻب

واܳྥފ؇رع ۰༟๤ཏܳا ሒᇼ؇ނأ أو༥ڎ .1
t = 1s ؜ٷڎ اܳྥފ؇رع ނڎة اۋފص .2

t = 1s ؜ٷڎ ݁ٺٴ؇ޗ۰٪) أم ۰༟݁ྥފ؇ر) ᄎცݠ੆اࠍ َިع ༡ڎد .3
اݾষڞ

:١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع .1
Vx = d x

d t
= 6t +2

Vy = d y

d t
= 12t 2 −6

V⃗ (t ) = (6t +2)⃗i + (12t 2 −6) j⃗

اڤ༖ۻոرع: ո֔۳ع .2
ax = dVx

d t
= 6

ay =
dVy

d t
= 24t

a⃗(t ) = 6⃗i +24t j⃗

:t = 1s ֍ר׿ اڤ༖ۻոرع ۳׿ة .3
a⃗(1) = 6⃗i +24 j⃗

a =
√

62 +242 =p
36+576 =p

612 ≈ 24.74m/s2

:t = 1s ֍ר׿ ၿၛۑষاݾ ֿܙع .4
V⃗ (1) = (6+2)⃗i + (12−6) j⃗ = 8⃗i +6 j⃗

a⃗(1) = 6⃗i +24 j⃗

a⃗ · V⃗ = (6)(8)+ (24)(6) = 48+144 = 192 > 0

.۰༟݁ྥފ؇ر ᄎცݠ੆اࠍ ڣ؆ن ،a⃗ · V⃗ > 0 أن ؇ஓ୾
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16 ڲ׭ոل

واڤ༖ۻոرع ١ຐ෕ເاڤ ࣷ࣬ຐ ո۳ڲڞ ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل
اिऻ֔܋מոت 2 .11 .3

اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊أ؇د৖৑ت لأޚް ሒᇆرႤၽلᄴᄟا اৎ৊أ޺޾ ሒᇭ اৎ৊ިݪؕ ނأ؇ع
x = 2t 2, y = 4t −5, z = t 3

ً؇৙৑݁ٺ؇ر. وا༡৕৑ڎاਃು؇ت ،ሒᇃܳټިا؇ً ݆݁ෑෂا t ۋ٭ت
اिऻ܋ݫݻب 3 .11 .3

ނڎة ؜ٴ؇رة ሒሃ و݁؇ ،t ܋٭ڰ٭۰ ࠍ੆ޙ۰ ؜ٷڎ ඔ൹ا࠯࠵࠺ޙ٭ اܳྥފ؇رع وނأ؇ع ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع اݿྥٷٺھ .1
ዛዊ݄݁؇؟ ႟၍

t = 2s ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ ؇݄ዛዊ݁ ႟၍ ނڎة اݿྥٷٺھ .2
اݾষڞ 4 .11 .3

اڤ༖ۻոرع وո֔۳ع ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع إո൑ฝد .1
: V⃗ (t ) ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع

Vx = d x

d t
= d

d t
(2t 2) = 4t

Vy = d y

d t
= d

d t
(4t −5) = 4

Vz = d z

d t
= d

d t
(t 3) = 3t 2

V⃗ (t ) = 4t i⃗ +4 j⃗ +3t 2k⃗

: V ١ຐ෕ເاڤ ۳׿ة
V =

√
V 2

x +V 2
y +V 2

z =
√

(4t )2 + (4)2 + (3t 2)2 =
√

16t 2 +16+9t 4
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: a⃗(t ) اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع

ax = dVx

d t
= d

d t
(4t ) = 4

ay =
dVy

d t
= d

d t
(4) = 0

az = dVz

d t
= d

d t
(3t 2) = 6t

a⃗(t ) = 4⃗i +0 j⃗ +6t k⃗

: a اڤ༖ۻոرع ۳׿ة

a =
√

a2
x +a2

y +a2
z =

√
(4)2 + (0)2 + (6t )2 =

√
16+36t 2

t = 2s اޠަޫ܊١ ֍ר׿ اݾষۻոּոت .2
: t = 2s ֍ר׿ ١ຐ෕ເاڤ ո֔۳ع

Vx(2) = 4×2 = 8m/s
Vy (2) = 4m/s
Vz(2) = 3× (2)2 = 12m/s
V⃗ (2) = 8⃗i +4 j⃗ +12⃗k m/s

: t = 2s ֍ר׿ ١ຐ෕ເاڤ ۳׿ة
V (2) =

√
82 +42 +122 =p

64+16+144 =p
224 ≈ 14.97m/s

: t = 2s ֍ר׿ اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع
ax(2) = 4m/s2

ay (2) = 0m/s2

az(2) = 6×2 = 12m/s2

a⃗(2) = 4⃗i +12⃗k m/s2

: t = 2s ֍ר׿ اڤ༖ۻոرع ۳׿ة

a(2) =
√

42 +122 =p
16+144 =p

160 ≈ 12.65m/s2
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ၿၛۑষاݾ أֿܙاع 12 .3
اिऻۻոر ؼۻ֦ اݾষۑပ྾ت ༓ׂۢמ؉ 1 .12 .3

ل۰: اৎ৊ފٺި ᄎცݠ੆اࠍ ݆݁ ඔ൹ފ٭྘ཬر ඔ൹༟ިَ ؇਍ಱᄴᄟ ڣ؆ن اࠍ੆ݠႤ၍ت، ܳٺݱྡྷ٭ژ ᆇᅒأ٭؇ر اৎ৊ފ؇ر اෛູڍَ؇ إذا
( Motion Rectilinear ) ڲۻ׫ؠמڵ١ ၿၛബഏ •

؇ዛዊ݁ ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ ل۰ اᄴᄟا߉ߵ ᄎცݠ੆اࠍ - ( Motion Curvilinear ) ڲרٍרמ١ ၿၛബഏ •

( Motions Rectilinear ) اिऻۻ׫ؠמڵ١ اݾষۑပ྾ت 1 2 .12 .3
( Motion Rectilinear Unfiorm ) اिऻר׫܊ڵ١ اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ أ-

اܳٺ؇ܳ٭۰: ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ሒᇭ ݁؇دل۰ َگޚ۰ ّܝިن :؉ֵ اڤ׫֔ۑ
݁ފٺگࡗࡲ اৎ৊ފ؇ر •

(ً؇۱؇෠ູوا ً (݁گڎارا ೑ಸ؇ٔ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع •
݁أڎوم اܳྥފ؇رع ނأ؇ع •

ոֵۛמ١: ൄളا اڤ෕ໃوط
a⃗ = 0⃗ و v⃗ = C⃗ te

( Motion Rectilinear Accelerated Unfiormly ) బոּঁ܊ոم اिऻ׫֏જੴة اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ ب-
اܳٺ؇ܳ٭۰: ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا ً؇ਐ಻ޙ؇م ݁ٺ؞ଫଃة ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ሒᇭ ݁؇دل۰ َگޚ۰ ّܝިن :؉ֵ اڤ׫֔ۑ

݁ފٺگࡗࡲ اৎ৊ފ؇ر •
(ً؇۱؇෠ູوا ً (݁گڎارا ೑ಸ؇ٔ اܳྥފ؇رع •

اളൂڲרמ١: اո֔िऻدूेت
v(t ) = a(t − t0)+ v0

x(t ) = 1

2
a(t − t0)2 + v0(t − t0)+x0
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:t0 = 0 ոר׿ڲ֍
v(t ) = at + v0

x(t ) = 1

2
at 2 + v0t +x0

( Motions Curvilinear ) اिऻרٍרמ١ اݾষۑပ྾ت 3 .12 .3
( Motion Circular ) ١ֵ اႥ႐اܺݦ ၿၛۑষاݾ أ-

دا߉ߵي اৎ৊ފ؇ر •
݁ٺ؞ଫଃة أو ۰ਐಸ؇ٔ ّܝިن ڢڎ ل۰ اෑෂاو ۰༟๤ཏܳا •

۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤ཏܳا ೑಻Ⴄ၍ ިܳ ปฆۋ ஼ணਵਦي ૭૜؇رع ل༥ިڎ •

( Motion Parabolic ) اڤؠ܋֔מ١ ၿၛۑষاݾ ب-
ሐᇭႤၽ݁ ڢޚؕ ႟ၽނ আॻ༟ ݁ފ؇ر •

۰ਃಸذ؇੊اࠍ ଫଃٔ؊ّ ොູب اৎ৊گڍوڣ؇ت ᄎცරඞ ݁ټ؇ل: •

( Motion Elliptical ) ا٢ॆूڪמڪّמ١ ၿၛۑষاݾ ج-
َ؇ڢݧ ڢޚؕ ႟ၽނ আॻ༟ ݁ފ؇ر •

اܳލ݄ݴ ۋިل اܳـܝިا܋ص ᄎცරඞ ݁ټ؇ل: •

ၿၛۑষاݾ أֿܙاع അ೪ּ ڲؠոر١ֿ 4 .12 .3

اڤ༖ۻոرع ١ຐ෕ເاڤ اिऻۻոر ၿၛۑষاݾ ֿܙع
݁أڎوم ೑ಸ؇ٔ ݁ފٺگࡗࡲ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄
೑ಸ؇ٔ ً ۊޚ٭؇ ଫଃ݁ٺ؞ ݁ފٺگࡗࡲ ً؇ਐ಻ޙ؇م ݁ٺ؞ଫଃة ݁ފٺگ٭۰݄

(஼ணਵਦي) ݁ިۏިد اৎ৊گڎار ೑ಸ؇ٔ دا߉ߵي ݁ٷٺޙ۰݄ ل۰ دا߉ߵ
݁ިۏިد ଫଃ݁ٺ؞ มฃۜ݁ٷ ۰݁؇༟ ݁ٷۜٷ٭۰
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ၿၛۑষاݾ وൌ৭܋܋ոت اिऻר׫܊ڵ١ اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ 13 .3
اिऻר׫܊ڵ١ اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛޠަޫۑ اളൂڲרמ١ ႞႐دո֔िऻا ا۳׫ؠոق 1 .13 .3

ոֵۛמ١: ൄളا اݾশ܋ܙات

d x(t )

d t
=V

d x(t ) =V d t∫x

x0

d x =
∫t

t0

V d t

x −x0 =V (t − t0)

:႞႖۝ոء቞ቘ اളൂڲרמ١ ႞႐دո֔िऻا

x(t ) =V (t − t0)+x0

:t0 = 0 ոר׿ڲ֍ ١۝ոশاݾ ႞႐ոষاݾ

x(t ) =V t +x0

( Diagrams Motion ) ၿၛۑষاݾ ൌ৭܋܋ոت
:؉ֵ اڤ׫֔ۑ

:݆݁ ႟ၽܳ ሒᇃ؇اܳٴ٭ اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ሒᇭ ᄎცݠ੆اࠍ ෛ੼ޚޚ؇ت റണ೺ټܭ
݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ اܳྥފ؇رع •
݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ۰༟๤ཏܳا •

݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ (اৎ৊ިݪؕ) ᄭᄥاܳڰ؇ݬ •

اिऻר׫܊ڵ١ اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛޠަޫۑ ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل 2 .13 .3
اिऻ֔܋מոت:

V = 5m/s :۰༟๤ཏܳا •
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x0 = 2m :ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا اৎ৊ިݪؕ •

t0 = 0 :ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ݆݁ෑෂا •

اո֔िऻدूेت:

x(t ) = 5t +2

v(t ) = 5

a(t ) = 0

اिऻר׫܊ڵ١ اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛޠަޫۑ ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ 3 .13 .3
اڤ༖ۻոرع-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅

0 2 4 6 8 10
−1

−0.5
0

0.5
1

݆݁ෑෂا t (s)

؇رع
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a
(m

/s²)

اڤ١ຐ෕ເ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

݆݁ෑෂا t (s)

۰༟๤
ཏܳاv

(m
/s)
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اिऻܙֆۛ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅

0 2 4 6 8 10
0

20

40

60

݆݁ෑෂا t (s)

ݪؕ
ިৎ৊ا

x
(m

)

اୡୠଡ଼܋܋ոت ส്ڪמڞ 4 .13 .3
اڤ༖ۻոرع-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅ ڲڷ

݁ٷٺޙ۰݄ ᄎცݠ੆اࠍ أن ᄕცلޝ a = 0 ؜ٷڎ ا৙৑ڣࠔࠫ اࠍ੅ޔ •
0 = ۰༟๤ཏܳا ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ = ปฃۜٷৎ৊ا ොູب ۰༡؇ފৎ৊ا •

اڤ١ຐ෕ເ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅ ڲڷ
۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤ང আॻ༟ ࢴࣖل v = 5m/s ؜ٷڎ ا৙৑ڣࠔࠫ اࠍ੅ޔ •

۰༟ިگޚৎ৊ا اৎ৊ފ؇ڣ۰ = ปฃۜٷৎ৊ا ොູب ۰༡؇ފৎ৊ا •
x(t )−x0 = 5× t = ۰༡؇ފৎ৊ا •

اिऻܙֆۛ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅ ڲڷ
۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤๎ื ᄎცරඞ আॻ༟ ࢴࣖل اৎ৊؇فܭ اࠍ੅ޔ •

d x
d t = 5m/s = ۰༟๤ཏܳا = اࠍ੅ޔ ݁٭ܭ •

x0 = 2m ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا اৎ৊ިݪؕ = y ො੼ިر ؕ݁ اࠍ੅ޔ ّگ؇ޗؕ •
اୡୠଡ଼܋܋ոت അ೪ּ اڤոؓ୹୴֔ت 5 .13 .3

ඌ൴ٍרिऻا ്֙ส ١ຒոۻिऻا اिऻמڞ اୡୠଡ଼܋܅
ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ปฃ݁أ ৖৑ ۰༟๤ཏܳا ݆݁ෑෂިݪؕ-اৎ৊ا

۰༡زا৕৑ا اܳྥފ؇رع ݆݁ෑෂ۰-ا༟๤ཏܳا
۰༟๤ཏܳا ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ اܳྥފ؇رع ଫଃّ؞ ݆݁ෑෂاܳྥފ؇رع-ا
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17 ڲ׭ոل

ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل 6 .13 .3
اिऻ֔܋מոت:

a = 2m/s2 اܳྥފ؇رع: •
V0 = 5m/s :۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ۰༟๤ཏܳا •
x0 = 10m :ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا اৎ৊ިݪؕ •

t0 = 0 •
اո֔िऻدूेت:

x(t ) = 1

2
(2)t 2 +5t +10 = t 2 +5t +10

V (t ) = 2t +5

a(t ) = 2

బոּঁ܊ոم اिऻ׫֏જੴة اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛޠަޫۑ ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ

اڤ༖ۻոرع-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

݆݁ෑෂا t (s)

؇رع
اܳྥފ

a
(m

/s²)
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اڤ١ຐ෕ເ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅

0 2 4 6 8 10
0

10

20

݆݁ෑෂا t (s)
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اिऻܙֆۛ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅

0 2 4 6 8 10
0

50
100
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200
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)

اୡୠଡ଼܋܋ոت ส്ڪמڞ
اڤ༖ۻոرع-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅ ڲڷ

೑ಸ؇ٔ اܳྥފ؇رع أن ᄕცلޝ ا৙৑ڣࠔࠫ اࠍ੅ޔ •
۰༟๤ཏܳا ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ = ปฃۜٷৎ৊ا ොູب ۰༡؇ފৎ৊ا •

اڤ١ຐ෕ເ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅ ڲڷ
ً ۊޚ٭؇ ݁ٺ؞ଫଃة ۰༟๤ང আॻ༟ ࢴࣖل اৎ৊؇فܭ اࠍ੅ޔ •

2m/s2 = اܳྥފ؇رع = اৎ৊٭ܭ •
۰༡زا৕৑ا = ปฃۜٷৎ৊ا ොູب ۰༡؇ފৎ৊ا •

اिऻܙֆۛ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅ ڲڷ
۰༟݁ྥފ؇ر ᄎცරඞ আॻ༟ ࢴࣖل ௧ਤਃಸଫଐܳا ปฃۜٷৎ৊ا •

ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا = ا࠯࠵࠺ޙ޶ اৎ৊٭ܭ •
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اڤ༖ۻոرع ڲ׫֏જੴة اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ 14 .3
اളൂڲڷ دون ֆۛܙिऻوا ١ຐ෕ເاڤ അ೪ּ ١ؓ୹୴֔اڤ 1 .14 .3

V 2 −V 2
0 = 2a(x −x0) ١ؓ୹୴֔اڤ إոॻలت

V = d x

d t
= d x

dV
· dV

d t
= a · d x

dV
V dV = a d x∫V

V0

V dV =
∫x

x0

a d x[
1

2
V 2

]V

V0

= a(x −x0)

1

2
(V 2 −V 2

0 ) = a(x −x0)

V 2 −V 2
0 = 2a(x −x0)

اڤ༖ۻոرع ڲ׫֏જੴة اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ 2 .14 .3
:؉ֵ اڤ׫֔ۑ

Ⴄ၍ن: إذا اܳྥފ؇رع ݁ٺ؞ଫଃة ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცݠ੆اࠍ ّܝިن
݁ފٺگ٭ً݄؇ اৎ৊ފ؇ر •

(a = f (t )) ೑ಸ؇ٔ ଫଃ༚ اܳྥފ؇رع •
ׂ܋ץמޅޜ ڲ׭ոل 3 .14 .3

اिऻ֔܋מոت:
a = t −3 اܳྥފ؇رع: •

t0 = 0s :ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ݆݁ෑෂا •
x0 :۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ᄭᄥاܳڰ؇ݬ •
V0 :۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ۰༟๤ཏܳا •

V = 2m/s ,x = 3m :t = 2s ؜ٷڎ •
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اिऻ܋ݫݻب:
.݆݁ෑෂا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ᄭᄥواܳڰ؇ݬ ۰༟๤ཏܳا ሒᇆ؜ٴ؇ر أو༥ڎ

اݾষڞ:
:١ຐ෕ເاڤ إո൑ฝد .1∫V

V0

dV =
∫t

t0=0
a d t =

∫t

0
(t −3)d t

[V ]V
V0

=
[

1

2
t 2 −3t

]t

0

V −V0 = 1

2
t 2 −3t

V (t ) = 1

2
t 2 −3t +V0

:႞႖۝ոاڤء إո൑ฝد .2
d x(t )

d t
=V (t ) = 1

2
t 2 −3t +V0∫x

x0

d x =
∫t

0

(
1

2
t 2 −3t +V0

)
d t

x −x0 =
[

1

6
t 3 − 3

2
t 2 +V0t

]t

0

x(t ) = 1

6
t 3 − 3

2
t 2 +V0t +x0

:x0 و V0 ూ఩اڤ׭ܙا ส്׿ࠥࡇ .3

:t = 2s ֍ר׿ ١ຐ෕ເاڤ ෕ຸط ڲڷ

V (2) = 1

2
(2)2 −3(2)+V0 = 2

2−6+V0 = 2

V0 = 6m/s
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:t = 2s ֍ר׿ ֆۛܙिऻا ෕ຸط ڲڷ

x(2) = 1

6
(2)3 − 3

2
(2)2 +6(2)+x0 = 3

8

6
−6+12+x0 = 3

4

3
+6+x0 = 3

x0 = 3−6− 4

3
=−13

3
m

:١ॴటոቌሻاڤ اո֔िऻدूेت .4

V (t ) = 1

2
t 2 −3t +6

x(t ) = 1

6
t 3 − 3

2
t 2 +6t − 13

3

ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ 4 .14 .3
اڤ༖ۻոرع-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅
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اڤ١ຐ෕ເ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅
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اिऻܙֆۛ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅

0 1 2 3 4 5 6
−5

0
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݆݁ෑෂا t (s)

ݪؕ
ިৎ৊ا

x
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)

ո٢ڲ١: ֿؠոط
x =−13

3 m ,V = 6m/s ,a =−3m/s2 :t = 0 ؜ٷڎ •
x = 3m ,V = 2m/s ,a =−1m/s2 :t = 2s ؜ٷڎ •

x = 2.5m ,V = 1.5m/s ,a = 0 :t = 3s ؜ٷڎ •

١ॴటঁ׿ا఩ेूا اڤ෕ໃوط ڲڷ ూ఩اڤ׭ܙا ส്׿ࠥࡇ 5 .14 .3
اڤո֔ڲ١: اո֔िऻدूेت

V (t ) = 1

2
t 2 −3t +V0

x(t ) = 1

6
t 3 − 3

2
t 2 +V0t +x0

:١ຐ෕ເاڤ ෕ຸط ڲڷ V0 ส്׿ࠥࡇ

V (t = 2s) = 2m/s
1

2
(2)2 −3(2)+V0 = 2

2−6+V0 = 2

V0 = 6m/s
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:ֆۛܙिऻا ෕ຸط ڲڷ x0 ส്׿ࠥࡇ

x(t = 2s) = 3m
1

6
(2)3 − 3

2
(2)2 +6(2)+x0 = 3

8

6
−6+12+x0 = 3

4

3
+6+x0 = 3

x0 = 3−6− 4

3
=−13

3
m

١ॴటոቌሻاڤ اളൂڲרמ١ اո֔िऻدूेت 6 .14 .3
:١ຐ෕ເاڤ

V (t ) = 1

2
t 2 −3t +6

:ֆۛܙिऻا

x(t ) = 1

6
t 3 − 3

2
t 2 +6t − 13

3

اݾষڞ ڲڷ اڤ׫ٍؠۂ 7 .14 .3
:t = 2s ֍ר׿

V (2) = 1

2
(4)−6+6 = 2−6+6 = 2m/s

x(2) = 1

6
(8)− 3

2
(4)+12− 13

3
= 4

3
−6+12− 13

3
= 6− 9

3
= 6−3 = 3m
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١ॴటոቌሻاڤ ո֔ஈኬቘدूेت ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ 8 .14 .3
اڤ١ຐ෕ເ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅
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ෛ੼ޚޔ ݆݁ෑෂ۰-ا༟๤ཏܳا

اिऻܙֆۛ-اളൂڲڷ: ൌ৭܋܅
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݆݁ෑෂا t (s)

ݪؕ
ިৎ৊ا

x
(m

)

ෛ੼ޚޔ ݆݁ෑෂިݪؕ-اৎ৊ا

اݾ঻מ༐מ١ اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ 9 .14 .3
:؉ֵ اڤ׫֔ۑ

اܳྥފ؇رع ଫଃ؞ਐಱ ۋ٭ت اܳྥފ؇رع، ݁ٺ؞ଫଃة اৎ৊ފٺگ٭۰݄ اࠍ੆ݠႤ၍ت ݆݁ ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ ሒሃ اࠍ੊٭ྟ٭۰ اৎ৊ފٺگ٭۰݄ ᄎცݠ੆اࠍ
.݆݁ෑෂا ؕ݁ ม฀ۏ٭ ႟ၽ૰૖
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اݾ঻מ༐מ١: ၿၛޠަޫۑ اڤո֔ڲ١ اո֔िऻدूेت

a(t ) =−ω2 A sin(ωt +φ)

V (t ) =ωA cos(ωt +φ)+C

x(t ) = A sin(ωt +φ)+C t +D

اݾ঻מ༐מ١: ၿၛۑষاݾ ֲۘոۢػ
۰༡زا৕৑ا ؕ݁ ً ༟ܝފ٭؇ ཯ྥٷ؇ݿص اܳྥފ؇رع •

(۰ਐಸ؇ٔ ز݁ٷ٭۰ ڣଫଐة ႟၍ (ଲਐಾ୍ر ل۰ دور ᄎცݠ੆اࠍ •
اܳިݪؕ وޗ؇ڢ۰ ᄎცݠ੆اࠍ ޗ؇ڢ۰ ඔ൹ً ོྥٴ؇دل اܳޚ؇ڢ۰ •

اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ أֿܙاع അ೪ּ ڲؠոر١ֿ 10 .14 .3

ֆۛܙिऻا ١ຐ෕ເاڤ اڤ༖ۻոرع ၿၛۑষاݾ ֿܙع
x =V t +x0 V =೑ಸ؇ٔ a = 0 اৎ৊ٷٺޙ۰݄

x = 1
2 at 2 +V0t +x0 V = at +V0 a =೑ಸ؇ٔ ً؇ਐ಻ޙ؇م اৎ৊ٺ؞ଫଃة

x = A sin(ωt ) V =ωA cos(ωt ) a =−ω2x اࠍ੊٭ྟ٭۰
x =∫

V d t V =∫
a d t a = f (t ) اܳأ؇۰݁

اৎ৊ފٺگ٭۰݄ ᄎცݠ੆اࠍ أَިاع ඔ൹ً ݁گ؇ر۰َ :1 .3 ༥ڎول

اिऻ׭ոل ᆃᅞ ၿၛޠަޫۑ ᆃᄧոֵ ચੴاڤء اڤ׫ຣڪמڞ 11 .14 .3
:ၿၛۑষاݾ ᆃᅞ ո٢ڲ١ ֿؠոط

x =−13
3 m ,V = 6m/s :t = 0 ؜ٷڎ •

x = 3m ,V = 2m/s :t = 2s ؜ٷڎ •
V = 1.5m/s :t = 3s ؜ٷڎ ؇ਃ಻ᄴᄟا ۰༟๤ཏܳا •

t = 3s ؜ٷڎ اܳྥފ؇رع ا෠ູ؇ه ଫଃ؞ਐಱ •
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اिऻۻ׫ܙي ᆃᅞ اिऻרٍרמ١ ၿၛۑষاݾ 15 .3
ڲؠ׿ڲ١ 1 .15 .3

ا༡৕৑ڎاਃು؇ت اݿٺأ݄؇ل ஓ୷ܝ݆ ᄎცݠ੆اࠍ ۱ڍه ᄴᄟراݿ۰ ݁ٷۜٷ٭۰. ᄎცݠ੆اࠍ ް݄૭૜ ݁ٷۜٷ٭؇ً، اৎ৊ފ؇ر Ⴄ၍ن إذا
) ۰ਃಾاᄳᄟا ً؇༡৕৑ڎاਃು؇ت ް݄૭૜ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ݆݁ ༠؇ص َިع اݿٺأ݄؇ل ૭ُ૏ٺۜފ݆ ܳـܝ݆ ،۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا
۰૭૙؇༶݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎة ًگ؇༟ڎة ਵਦڣگ۰ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ݆݁ ᄭᄥᆇᅹ ؜݆ ؜ٴ؇رة ሒሃو ،( Coordinates Intrinsic

.( frame Frenet–Serret ) ॷख़दڣݠ ًگ؇༟ڎة ް݄૭૜ .(u⃗T , u⃗N )

ؔۑࢗ࣊ࣨ ຐոؓ׿ة
:u⃗T ෥ີոڵिऻا اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع

గጻዧފ؇ر ً ᆙᆘ؇ݿ٭؇ لܝިن •
(ᄎცݠ੆اࠍ (ا෠ູ؇ه ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع ا෠ູ؇ه ሒᇭ ۬۱؇෠ູا •

1 و૭૏؇وي ೑ಸ؇ٔ ݁گڎاره •

:u⃗N اڤרո܇ڵܧ اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع

๴ང؇݄ৎ৊ا ا༡ިܳڎة ނأ؇ع আॻ༟ ً ᆇᅦިدل؇ لܝިن •
اৎ৊ފ؇ر ّگأݠ ިොຶ ً دو݁؇ ۬۱؇෠ູا •

1 و૭૏؇وي ೑ಸ؇ٔ ݁گڎاره •

෥ີاૃેר׿ ا߫ࠉࠗ׭מڞ

M

u⃗T
u⃗N

஼ணਵਦ اොຶ৖৑ٷ؇ء

α
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١ॴయاႤ႐ا اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ ١ຐ෕ເاڤ 2 .15 .3
اिऻ׫ܙ۰܋١: ١ຐ෕ເاڤ

:ሒሃ اৎ৊ٺިݿޚ۰ ۰༟๤ཏܳا ڣ؆ن ،∆t اৎ৊ڎة ఈః༠ل ∆S =−−−→
M M ′ اܳگިس M اܳٷگޚ۰ ڢޚأب إذا

Vmoy = ∆S

∆t

اޠަޫ܊מ١: ١ຐ෕ເاڤ

V = lim
∆t→0

Vmoy = lim
∆t→0

∆S

∆t
= dS

d t

V⃗ =V u⃗T = dS

d t
u⃗T

اڤܙຒ׿ة ᆃᅭո֔۳ ֍ڷ જੴاڤ׫֔ץ 3 .15 .3
:෥ີոڵिऻا اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع

u⃗T = cosα i⃗ + sinα j⃗

اڤרո܇ڵܧ: اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع

u⃗N =−sinα i⃗ +cosα j⃗

١ॴయاႤ႐ا اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع 4 .15 .3
اڤ༖ۻոرع: ا۳׫ؠոق

a⃗ = dV⃗

d t
= d

d t
(V u⃗T )

= dV

d t
u⃗T +V

du⃗T

d t

ո٢ڲ١: ڲ୹୴ؼ܊١
.ปฃۜٷৎ৊ا আॻ༟ ا෠ູ৖৑؇ه ሒᇭ ଫଃ݁ٺ؞ ܳـܝٷ۬ ،(1 ً ؇ஓ୴دا (݁گڎاره اܳލڎة ሒᇭ ೑ಸ؇ٔ ނأ؇ع ި۱ u⃗T ا༡ިܳڎة ނأ؇ع
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:du⃗T
d t ؼۻոب

du⃗T

d t
= du⃗T

dα
· dα

d t
du⃗T

dα
=−sinα i⃗ +cosα j⃗ = u⃗N

dα

d t
= dα

dS
· dS

d t
= 1

R
·V

اොຶ৖৑ٷ؇ء. ڢޚݠ َݱژ ި۱ R ۋ٭ت
:ᆃᄧոቌሻاڤ ๸กոاڤר

du⃗T

d t
= V

R
u⃗N

ؔۑࢗ࣊ࣨ ຐոؓ׿ة ᆃᅞ اڤ༖ۻոرع 5 .15 .3
:႞႖ڲပ࿮اڤ اڤ༖ۻոرع ֍ץոرة

a⃗ = dV

d t
u⃗T + V 2

R
u⃗N

اڤ༖ۻոرع: ոथःদগت
aT = dV

d t :෥ີոڵिऻا اڤ༖ۻոرع •
aN = V 2

R اڤרո܇ڵܧ: اڤ༖ۻոرع •
اڤ༖ۻոرع: ۳׿ة

a =
√

a2
T +a2

N =
√(

dV

d t

)2

+
(

V 2

R

)2

١۝ոຑ ոຒूेت 6 .15 .3
اिऻר׫܊ڵ١: ١ֵ اႥ႐اܺݦ ၿၛۑষاݾ

(۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤ང) dV
d t = 0 •
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ڣگޔ) ஼ணਵਦي (૭૜؇رع a⃗ = V 2

R u⃗N •

اिऻۻ׫ؠמڵ١: ၿၛۑষاݾ
(ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ اොຶٷ؇ء ڢޚݠ (َݱژ R →∞ •

َ؇ޖ݄޶) ૭૜؇رع ل༥ިڎ ৖৑) aN = 0 •
ڣگޔ) ๴ང؇ᆙᆘ (૭૜؇رع a⃗ = dV

d t u⃗T •

١ॴయاႤ႐ا اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ اڤ༖ۻոرع ا۳׫ؠոق 16 .3
اളൂڲڷ ֆڲ ෥ີոڵिऻا اڤܙຒ׿ة ո֔۳ع જੴ֏ׂ ا۳׫ؠոق 1 .16 .3

ਵਦ܋ٴ۰: ᄭᄟدا اނٺگ؇ق ًݱڎد ؇਍಻؆ڣ ،t ይዧݞ݆݁ ًؕ؇ّ ଫଃ༠৙৑ا و۱ڍا α ଫଃٺ؞గጻዧ ًؕ؇ّ u⃗T أن ؇ஓ୾
du⃗T

d t
= du⃗T

dα
· dα

d t

اिऻ۾׫ؠոت ؼۻոب 2 .16 .3
:ᅽᅰوॊूا اिऻ۾׫ؠ١

du⃗T

dα
=−sinα i⃗ −cosα j⃗ = u⃗N

:١ॴబոاڤ׭ اिऻ۾׫ؠ١

dS = r dα⇒V = dS

d t
= r

dα

d t
⇒ dα

d t
= V

r

:١ॴటոቌሻاڤ ١ວמ༖اڤר

du⃗T

d t
= V

r
u⃗N
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اڤပ࿮ڲڞ اڤ༖ۻոرع ո֔۳ع 3 .16 .3
اڤ༖ۻոرع: ֍ץոرة

a⃗ = dV

d t
u⃗T + V 2

r
u⃗N = aT u⃗T +aN u⃗N

اڤ༖ۻոرع: ոथःদগت
aT = dV

d t :෥ີոڵिऻا اڤ༖ۻոرع •
aN = V 2

r اڤרո܇ڵܧ: اڤ༖ۻոرع •

ચੴڲજઁاڤ ᆃᅞ ١ֵতগൄളا 4 .16 .3
ո٢ڲ١: ڲ୹୴ؼ܊١

݁أޙܾ ሒᇭ ނ؇فؕ ਲ਼ਦر و۱ި ،⃗γ ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ أن ஓ୷ܝ݆ ዻዧᄔც ،a⃗ ਲ਼ਦීෂ؇ً اܳྥފ؇رع ܳލأ؇ع ਲ਼ਦߖߵ ؇਍಻أ ؇਍ಱرأ პაႰ
.ਲ਼ਦීෂا ዛኞڍا ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ ݿިف ً ڣݱ؇༟ڎا ۱ٷ؇ ݆݁ ዻዧᄳᄟ اܳـܝٺص.

و݁ފٺ༱ڎم. ොේ٭ں ؇ᆇᆅఈ႙၍ ًܭ ۊޚ؊، a⃗ ਲ਼ਦීෂا أن มฃلأ ৖৑ ۱ڍا

اݾ঻׿ࠥࡇ তগൄളոּ ١ּո೏ಧاڤ 5 .16 .3
اڤ༖ۻոرع: ֍ץոرة

γ⃗= γT u⃗T +γN u⃗N

اڤ༖ۻոرع: ոथःদগت
γT = dV

d t :෥ີոڵिऻا اڤ༖ۻոرع •
γN = V 2

r اڤרո܇ڵܧ: اڤ༖ۻոرع •

اڤ༖ۻոرع: ۳׿ة

γ=
√

γ2
T +γ2

N =
√

a2
T +a2

N
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اिऻר׫܊ڵ١ ١ֵ اႥ႐اܺݦ ၿၛۑষاݾ :١۝ոຑ ႞႐ոຒ 6 .16 .3
:ֲۘոۢশاݾ

γT = 0 ⇔‖V⃗ ‖ =V =C te

γ⃗= γN u⃗N

:ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ
اৎ৊گڎار ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤ཏܳا اৎ৊ٷٺޙ۰݄، ل۰ اᄴᄟا߉ߵ ᄎცݠ੆اࠍ ሒᇭ •

γT = 0 ݁أڎوً݁؇ ๴ང؇݄ৎ৊ا اܳྥފ؇رع لܝިن ዻዧᄳᄟ •
γN = V 2

r ڣگޔ اܳٷ؇ޖ݄޶ اܳྥފ؇رع ਊಱࠔࠥ •
اᄴᄟا߉ߵة ஼ணਵਦ ިොຶ ۬౯౜ద اܳྥފ؇رع ۱ڍا •

ᆃᄴոاڤץמ ا߫ࠉࠗ׭מڞ 7 .16 .3

M

u⃗T
u⃗N γ⃗Tγ⃗N γ⃗

r

஼ணਵਦ اොຶ৖৑ٷ؇ء

ا۰ո۰ॊूמ١ اڤոؓ୹୴֔ت ڲڪٌۘ 8 .16 .3
ոֵۛמ١ ൄളا اڤ֔ץոرة তগൄളا اڤჸႱמ١

V u⃗T V⃗ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع
dV
d t γT ๴ང؇݄ৎ৊ا اܳྥފ؇رع
V 2

r γN اܳٷ؇ޖ݄޶ اܳྥފ؇رع
γT u⃗T +γN u⃗N γ⃗ اܳྥފ؇رع √ނأ؇ع

γ2
T +γ2

N γ اܳྥފ؇رع ނڎة
۰ਃಾاᄳᄟا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳأఈఃڢ؇ت :2 .3 ༥ڎول



4 ոּب
اݾষݫݻل ֆڲ اݾষۑոञःت اڤءۢڞ ਗ৻رո଄૵

اिऻ׫֏જੴة اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ :1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 1 .4
ሌᇿإ ؇ዛው܋රඞ ྾ཏگ਍ಾو ،ሒᇆرႤၽدل ݁أ޺޾ ሒᇭ Ox ا௱௯௫ިر وڣݑ ݁ފٺگࡗࡲ لݑ ޗݠ আॻ༟ اܳފܝިن ݆݁ M ݿ٭؇رة ౫౜ళݠك

:ඔ൹ܹٺ༡ਵਦ
.10s ৎ৊ڎة 5m/s2 ྲྀྥފ؇رع ౫౜ళݠك •

.5s ًأڎ ਐಾިڢژ ปฆۋ −10m/s2 ྲྀྥފ؇رع ོྥٴ؇ޗ؊ ቕ቉ •
اिऻ܋ݫݻب:

اܳފ٭؇رة. ؇ዛውڢޚأ มฆܳا اၯၽܳ٭۰ اৎ৊ފ؇ڣ۰ أو༥ڎ

ၿၛۑষاݾ ܈ץמ١֔ :2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 2 .4
۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع V⃗ و ݁ިۏص ೑ಸ؇ٔ k ۋ٭ت ،a⃗ =−kV⃗ ྲྀྥފ؇رع Ox ا௱௯௫ިر আॻ༟ M َگޚ޶ ྾ཏۏ ౫౜దݠك

.V (0) =V0 ሒሃ O اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ۰༟๤ཏܳا ا࠯࠵࠺ޙ٭۰.
اिऻ܋ݫݻب:

.؇ًਃ಻؇ਃಸ و݁ټ۳ܹ݄؇ x(t ) ᄭᄥواܳڰ؇ݬ V (t ) ۰༟๤ཏܳا ሒᇆ؜ٴ؇ر أو༥ڎ .1
اࠍ੆ݠᄎც؟ ޗٴ٭أ۰ ؇݁ .2

.x(t ) اৎ৊ފ؇ڣ۰ اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،M اৎ৊ٺۜݠك ؜ٷڎه ਐಱިڢژ اᄳᄟي t ݆݁ෑෂا أو༥ڎ .3

١ຐرոۻ༖िऻا ၿၛۑষاݾ :3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 3 .4
،L = 30m ؇݄ዛዊ྘ྲྀ اৎ৊ފ؇ڣ۰ ّݱٴں ؜ٷڎ݁؇ .V = 6m/s ۰༟๤๎ื ، ݁ٺިڢژ ًگޚ؇ر ا࠯࠵࠺؇ق ෛஙݧ ොຬ؇ول

.γ= 1m/s2 ྲྀྥފ؇رع ੯੩ڣ٭ٷޚ ا৖৑َޚఈఃق، إނ؇رة اܳگޚ؇ر لأޚް
71
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اिऻ܋ݫݻب:
واܳگޚ؇ر. اܳލۛݧ ඔ൹ً ݁ފ؇ڣ۰ أݬ؞ݠ أو༥ڎ

ڲۻ׫ܙي ᆃᅞ ၿၛۑষاݾ :4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 4 .4
:ঌॻل პაႰ (x, y) اৎ৊ފٺިي ሒᇭ M ৎ৊ٺۜݠك ᄎცݠ੆اࠍ ݁أ؇د৖৑ت ّأޚް

x(θ) = 5cosθ, y(θ) = 3sinθ

ً؇ܳأఈఃڢ۰: t ݆݁ෑෂ؇ً ਊಾਵਦޚ۰ θ ۋ٭ت
t = 5θ−4sinθ

اिऻ܋ݫݻب:
وۊݱ؇فݱ۬. اৎ৊ފ؇ر ᄭᄟ݁أ؇د أو༥ڎ .1

.a⃗ واܳྥފ؇رع V⃗ ۰༟๤ཏܳا ނأ؇ع ሒᇆ؜ٴ؇ر أو༥ڎ .2

ᆃᄷذا ڲ֔ܫܯ ᆃᅞ ၿၛۑষاݾ :5 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 5 .4
ً؇ܳأఈఃڢ۰: O ஼ணਵਦه دا߉ߵي ݁ފ؇ر আॻ༟ ౫౜ళݠك M ݁؇دل۰ ܳٷگޚ۰ اৎ৊ٷۜٷ٭۰ ᄭᄥاܳڰ؇ݬ ّأޚް

s(t ) = t 3 +2t 2

.‖a⃗‖ = 16
p

2m/s2 اܳྥފ؇رع ނأ؇ع ᄭᄥل ޗި t = 2s ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ ೑಻Ⴄ၍ إذا
اिऻ܋ݫݻب:

ਵਦ܋ٴ۰ ؜ٴ؇رة ዻዧࣕࢻ ً ؇༶݁ފྥٷٺ ،r اොຶ৖৑ٷ؇ء ڢޚݠ َݱژ ڢ٭۰݄ ቕ቉ γt اৎ৊݄؇ݿ٭۰ اܳྥފ؇رع ਵਦ܋ٴ۰ ؜ٴ؇رة أو༥ڎ
.γN اܳٷ؇ޖ݄٭۰ اܳྥފ؇رع
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اिऻ׫֏જੴة اिऻۻ׫ؠמڵ١ ၿၛۑষاݾ :1 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 6 .4
اिऻ֔܋מոت:

t1 = 10s اৎ৊ڎة ،a1 = 2m/s2 اܳྥފ؇رع :ሌᇿو৙৑ا ᄭᄥ༡ݠৎ৊ا •
t2 = 5s اৎ৊ڎة ،a2 =−4m/s2 اܳྥފ؇رع :۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄥ༡ݠৎ৊ا •

اݾষڞ: 1 .6 .4
:ᅽᅰوॊूا ႞႖ຒۑिऻا

v1 = a1t1 = 2×10 = 20m/s
x1 = 1

2
a1t 2

1 = 1

2
×2×102 = 100m

:١ॴబոاڤ׭ ႞႖ຒۑिऻا
v2 = v1 +a2t2 = 20+ (−4)×5 = 0m/s

x2 = v1t2 + 1

2
a2t 2

2 = 20×5+ 1

2
× (−4)×52 = 100−50 = 50m

اڤ࿠࿮מ١: ١ؔոۻिऻا
xtotal = x1 +x2 = 100+50 = 150m

١ຐ෕ເاڤ ֆڲ ֦۰ոڲ׫ר ༖໧ۻոرع ၿၛۑষاݾ :2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
اिऻ֔܋מոت:

a =−kv, v(0) = v0

اݾষڞ:
:١ຒواूॆزا ١ຐ෕ເاڤ إո൑ฝد .1

d v

d t
=−kv ⇒ d v

v
=−kd t∫v

v0

d v

v
=−k

∫t

0
d t

ln

(
v

v0

)
=−kt ⇒ v(t ) = v0e−kt
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:۰༡زا৕৑ا ෠ຬ৕৑؇د
d x

d t
= v0e−kt ⇒ x(t ) =

∫
v0e−kt d t =−v0

k
e−kt +C

:x(0) = 0 ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ا๤དྷܳط ً؇ݿٺ༱ڎام
0 =−v0

k
+C ⇒C = v0

k

x(t ) = v0

k
(1−e−kt )

.݆݁ෑෂا ؕ݁ ๴ངأ ႟ၽ૰૖ ۰༟๤ཏܳا ོྥٷ؇ڢݧ ۋ٭ت أݿ٭۰، ل۰ ਊಾ؇ޗޝ ᄎცරඞ :ၿၛۑষاݾ ܈ץמ١֔ .2

:١ؔոۻिऻوا اڤ׫ܙؓ؉ زڲڷ .3
lim
t→∞v(t ) = 0 ⇒ ؜ٷڎ ৖৑إ ً ؇݁؇ஓ஄ ਐಱިڢژ ৖৑t →∞

xmax = lim
t→∞x(t ) = v0

k

ոּڤؠ܋ոر اޠոޫަق :3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
اिऻ֔܋מոت:

vp = 6m/s اܳލۛݧ: ۰༟๤ང •
L = 30m :۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اৎ৊ފ؇ڣ۰ •
at = 1m/s2 اܳگޚ؇ر: ૭૜؇رع •

اݾষڞ:
:ၿၛۑষاݾ ڲո֔دूेت

xp(t ) = vp t

xt (t ) = 1

2
at t 2 +L

:ոڵቌሻ༉໧ ١ؔոۻिऻا
d(t ) = xt (t )−xp(t ) = 1

2
t 2 +30−6t
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:١ؔոڲۻ أ۝֏ۑ
dd

d t
= t −6 = 0 ⇒ t = 6s

dmin = 1

2
×62 +30−6×6 = 18+30−36 = 12m

ڲۻ׫ܙى ᆃᅞ ၿၛۑষاݾ :4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
اिऻ֔܋מոت:

x(θ) = 5cosθ, y(θ) = 3sinθ, t = 5θ−4sinθ

اݾষڞ:
اिऻۻոر: ႞႐دո֔ڲ .1(x

5

)2
+

( y

3

)2
= cos2θ+ sin2θ = 1

.b = 3 و a = 5 ො੼ިره َݱژ َ؇ڢݧ ڢޚؕ ݁ފ؇ر

واڤ༖ۻոرع: ١ຐ෕ເاڤ .2
dθ

d t
= 1

5−4cosθ

vx = d x

d t
=−5sinθ

dθ

d t
, vy = 3cosθ

dθ

d t

v⃗ =−5sinθ
dθ

d t
i⃗ +3cosθ

dθ

d t
j⃗

ax = d vx

d t
=−5cosθ

(
dθ

d t

)2

−5sinθ
d 2θ

d t 2

ay =−3sinθ

(
dθ

d t

)2

+3cosθ
d 2θ

d t 2

a⃗ = ax i⃗ +ay j⃗
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ᆃᄷذا ڲ֔ܫܯ ᆃᅞ ၿၛۑষاݾ :5 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
اिऻ֔܋מոت:

s(t ) = t 3 +2t 2, ‖a⃗‖ = 16
p

2m/s2 ؜ٷڎ t = 2s
اݾষڞ:

اिऻڵ۰ոמ١: ١ຐ෕ເاڤ
v = d s

d t
= 3t 2 +4t

:෥ີոڵिऻا اڤ༖ۻոرع
γt = d v

d t
= 6t +4

:t = 2s ؜ٷڎ
γt = 6×2+4 = 16m/s2

اวेू്רոء: ؓ܋ۑ ؉ֿۢ
‖a⃗‖ =

√
γ2

t +γ2
N = 16

p
2

γ2
N = (16

p
2)2 −162 = 512−256 = 256

γN = 16m/s2

γN = v2

r
⇒ r = v2

γN

:t = 2s ؜ٷڎ
v = 3×4+4×2 = 12+8 = 20m/s

r = 202

16
= 400

16
= 25m

اڤרո܇ڵܧ: اڤ༖ۻոرع
γN = v2

r
= (3t 2 +4t )2

25
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ሌᇿو৖৑ا اܳފጝ጑ފ۰ ݆݁ 5 رڢܾ દઊاࡺ࢘ࢦݠ ༡ܭ
؉֍ո۠िऻا ᆃᅭո֔اڤ۾ اݾ঻׿اء :05 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

اिऻ֔܋מոت
اৎ৊ٺأ؇݁ڎة. اܳگ؇༟ڎة ذو ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اৎ৊ٺأ؇݁ڎ గጻዧأ޺޾ اৎ৊ྡྷފ۰ًި V⃗1,V⃗2,V⃗3 ۰ٔఈఃاܳټ ا৙৑ނأ۰ ܳٺܝ݆

اिऻ܋ݫݻب
V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) اৎ৊ݯ؇؜ژ ሒᇼ؇اܳލأ اࠍ੊ڎاء ঴঒ਵਦ؇ت ۋފ؇ب .1

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳأఈఃڢ۰ اݿྥٷٺ؇ج .2
V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) = (V⃗3 · V⃗1)V⃗2 − (V⃗1 · V⃗2)V⃗3

اिऻءۢڞ اݾষڞ
اिऻ׫ո֔ڲ׿ اिऻ֔ܫܯ ᆃᅞ ١֔۳ॊूا ଄૵׭מڞ :1 اݾশ܋ܙة

:(⃗i , j⃗ , k⃗) ً؇ܳگ؇༟ڎة ྵฺ؇༶݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ ݁أޚ؇ة ا৙৑ނأ۰ أن ܳٷڰݠض
V⃗1 = x1⃗i + y1 j⃗ + z1k⃗

V⃗2 = x2⃗i + y2 j⃗ + z2k⃗

V⃗3 = x3⃗i + y3 j⃗ + z3k⃗

V⃗2 ∧ V⃗3 ؼۻոب :2 اݾশ܋ܙة

V⃗2 ∧ V⃗3 =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣= (y2z3 − z2y3)⃗i + (z2x3 −x2z3) j⃗ + (x2y3 − y2x3)⃗k

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ గጻዧݠ঴঒؇ت ਲ਼ਦଫ଍ܳ ،۰ً؇൞ശܳا ܳٺྟފ٭ޔ
W⃗ = V⃗2 ∧ V⃗3 =Wx i⃗ +Wy j⃗ +Wz k⃗

ۋ٭ت:
Wx = y2z3 − z2y3, Wy = z2x3 −x2z3, Wz = x2y3 − y2x3
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V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) ؼۻոب :3 اݾশ܋ܙة

V⃗1 ∧W⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x1 y1 z1

Wx Wy Wz

∣∣∣∣∣∣∣
= (y1Wz − z1Wy )⃗i + (z1Wx −x1Wz) j⃗ + (x1Wy − y1Wx )⃗k

Wx ,Wy ,Wz ּؠ߈ߣ ֵۖ اڤ׫֔ܙ :4 اݾশ܋ܙة
:x اिऻۑټץ١

y1Wz − z1Wy = y1(x2y3 − y2x3)− z1(z2x3 −x2z3)

= x2y1y3 − y1y2x3 − z1z2x3 +x2z1z3

= x2(y1y3 + z1z3)−x3(y1y2 + z1z2)

:y اिऻۑټץ١
z1Wx −x1Wz = z1(y2z3 − z2y3)−x1(x2y3 − y2x3)

= y2z1z3 − z1z2y3 −x1x2y3 +x1y2x3

= y2(x1x3 + z1z3)− y3(x1x2 + z1z2)

:z اिऻۑټץ١
x1Wy − y1Wx = x1(z2x3 −x2z3)− y1(y2z3 − z2y3)

= x1z2x3 −x1x2z3 − y1y2z3 + y1z2y3

= z2(x1x3 + y1y3)− z3(x1x2 + y1y2)

ڲ׫٤ّܧ တ࿮੡ੇ ๸กոاڤר ١ּոफः إոຐدة :5 اݾশ܋ܙة
أن: ৖৑ۋޓ

V⃗1 · V⃗3 = x1x3 + y1y3 + z1z3

V⃗1 · V⃗2 = x1x2 + y1y2 + z1z2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ༇ຐ؇اܳٷ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ إذن

V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) =

x2(V⃗1 · V⃗3)−x3(V⃗1 · V⃗2)
y2(V⃗1 · V⃗3)− y3(V⃗1 · V⃗2)
z2(V⃗1 · V⃗3)− z3(V⃗1 · V⃗2)


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١ॴటոቌሻاڤ اڤۢמ֏١ :6 اݾশ܋ܙة

V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) = (V⃗1 · V⃗3)V⃗2 − (V⃗1 · V⃗2)V⃗3

١ॴటոቌሻاڤ ١ວמ༖اڤר

V⃗1 ∧ (V⃗2 ∧ V⃗3) = (V⃗1 · V⃗3)V⃗2 − (V⃗1 · V⃗2)V⃗3
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5 ոּب
اոिऻد١ֵ اڤרؠ܋١ ٪ֵ ส്ۑ

ڲؠ׿ڲ١: 1 .0 .5
྘ྲྀٷ݄؇ واෑෂ݁ٷ٭۰، ا୒ୖٷڎݿ٭۰ أوݬ؇ڣ۳؇ ۋ٭ت ݆݁ اոिऻد١ֵ اڤרؠ܋١ ၿၛബഏ دراݿ۰ ሌᇿإ اܳފ؇ًݑ اܳڰݱܭ ሒᇭ ّޚݠڢٷ؇
اܳگިى ሒᇭ ᄭᄥٺ݄ټৎ৊ا ၿၛۑষاݾ وڲۻ༐ץոت أ۰ץոب و۱ި اܳޙ؇۱ݠة، َڰݴ ݆݁ රඝآ ؇ًਊ಻؇༥ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ཹྥٷ؇ول
اܳأఈఃڢ۰ ࢻࣖراݿ۰ ปฃُلأ و (اոॾఢႥ႐ڲמ٪)، ٪ֵ اڤ׫ٍۑ ًـ ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ݆݁ ا௯௫௵؇ل ۱ڍا لأݠف .྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة

.ၿၛۑষواݾ اڤؠܙى ඔ൹ً

۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا =༟޺޾ ( Kinematic ) ᄎცݠ੆اࠍ ༟+(Dynamic)޺޾ ل۹ اܳٺۜݠ ༟޺޾

Dynamics + Kinematics = Mechanics

1 ׂ֔ۑֵ؉

( Concept of force ) اڤؠܙة: ڲء٤ܙم 2 .0 .5
ଫଃ؞ਐಾ ڢڎ ،රඝً؋ ྾ཏۏ ਐಱ؊ߜߵ ڣأٷڎ݁؇ .ً۬ ا௱௯௫٭ޚ۰ ا৙৑ۏފ؇م ܳٺ؊ଫଃٔات ۰༶ཹྥ٭ ሒሃ ؇݁ ྾ཏ੊ࠍ ᄎცරඞ أي إن

.(Force) اڤؠܙة ྾ངا ؇ًਃಮ؇ل ଩ଃڣ ଫଃٔ؊اܳٺ ۱ڍا আॻ༟ ੯੩ُلޚ و ๤ང؜ٺ۬، أو ۬۱؇෠ູا أو اࠍ੆ݠ܋٭۰ ༡؇ܳٺ۬

ሌᇿإ ڣٺޝدي ،B රඝآ ྾ཏۏ আॻ༟ A ؇݁ ྾ཏۏ ஓ୷؇رݿ۬ اᄳᄟي ଫଃٔ؊اܳٺ ஓ஄ټܭ ڲ׫١٤ّ ١ॴటոֵ ચੴؔ ჸჃמ١ ሒሃ اܳگިة
.۬۱ި૰૜ أو اࠍ੆ݠ܋٭۰ ༡؇ܳٺ۬ ሒᇭ ଫଃّ؞٭

.ႚ࿾࿮۳ أو ༯ເ঻اݾ ၿၛബഏ ᆃᅞ જੴמ֏ׂ ᅽᅰإ ֵ܎دي ᆃᅭո֔۳ ᆃᄧոֵ ચੴؔ ڲؠ׿ار တ྾ ᆃᅴ اڤؠܙة
81
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:ඔ൹ފ٭྘ཬر ඔ൹༟ިَ ሌᇿإ اܳگިى ّݱྡྷ٭ژ ஓ୷ܝ݆ اڤؠܙى: ༓ׂۢמ؉
،ඔ൹݁ފఈః݁ٺ ඔ൹݄ۏފ ଫଃٔ؊ܳٺ ۰༶ཹྥ٭ ོྡྷލ؊ มฆܳا اܳگިى ሒሃو :( Contact forces ) ୹୴ׂڲۻמ١ ؓܙى •

اܳڰأܭ. رد ڢިة أو اܳލڎ، ڢިة ا৖৑ۋٺႤၽك، ܋گިة
ا৙৑ۏފ؇م، ඔ൹ً ๤ཇ؇݁ٴ ஓ஄؇س دون ّޙ۳ݠ มฆܳا اܳگިى ሒሃو :( Remote forces ) ּُ֔׿ ֍ڷ ؓܙى •

اৎ৊؞ٷ؇ޗ྘ފ٭۰. واܳگިة ،۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳگިة ،۰ਃಸذ؇੊اࠍ ڢިة ݁ټܭ

ᆇᅦިدل۰ ّܝިن وڢڎ ،؇݄ዛዊ྘ྲྀ اܳڰ؇ݬܭ اܳފޚں ଫଊ༟ ඔ൹݄ۏފ ඔ൹ً ๤ཇ؇݁ٴ ଫଃٔ؊ّ ؜݆ ོྡྷٺھ اڤ׫୹୴ڲۻמ١: اڤؠܙى
(اۋٺႤၽك). ل۰ ݁ިاز أو اܳފޚں) ڣأܭ (رد

( Contact Forces ) اڤ׫୹୴ڲۻמ١ اڤؠܙى أوूेً:
لܝިن ؜ٷڎ݁؇ ڣگޔ وّޙ۳ݠ ،๤ཇ؇ٴৎ৊ا اగጻዧݴ لݑ ޗݠ ؜݆ රඝآ আॻ༟ ྾ཏۏ ଫଃٔ؊ّ ؜݆ ོྡྷٺھ มฆܳا اܳگިى ሒሃ

.ඔ൹༲اܳފޚ ඔ൹ً ঌॻڣأ ஓ஄؇س ۱ٷ؇ك
:႞႖أڲ׭

ً؇ܳྡྷފٴ۰ ඔ൹݄ފ੊اࠍ أ༡ڎ ౫౜దݠك ؜ٷڎ݁؇ ّޙ۳ݠ มฆܳا اܳگިة ሒሃو :( Friction Force ) اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙة .1
.ඔ൹݁ފఈఃٺৎ৊ا ඔ൹༲اܳފޚ ඔ൹ً اܳྡྷފྟ٭۰ ᄎცݠ੆اࠍ ا෠ູ؇ه ؇ًஓ୴دا وّأ؇܋ݴ ،රඝఌዳዧ

݁ލڎود َ؇ًݥ أو ۊ٭ޔ ଫଃٔ؊ّ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳگިة ሒሃو :( Tension Force ) اڤ׫ܙ݊ݦ أو اڤ۾׿ ؓܙة .2
.ً۬ ݁ٺݱܭ ྾ཏۏ আॻ༟

( Action-at-a-Distance Forces ) اڤץ֔מ׿ة اڤؠܙى :ًոॴబոׅ
اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ( Field ) ؼؠڞ وۏިد ؇ዛ዇ྟوݿ ݁ٴ؇๤ཇة، ఈః݁݁ފ۰ دون ݆݁ ྾ཏۏ আॻ༟ ّޝߜߵ มฆܳا اܳگިى ሒሃ
،( Field (Gravitational ሒᇿ؇اܳټگ اࠍ੆گܭ اࠍ੆گިل: ۱ڍه ᄭᄥأ݁ټ ݆݁ ا৙৑ۏފ؇م. ඔ൹ً ً ނأ؇؜٭؇ ً ّ؊ଫଃٔا ᄴᄟިل

.( Field (Magnetic ๴ཏ྘؞ٷ؇ޗৎ৊ا واࠍ੆گܭ ،( Field (Electric ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اࠍ੆گܭ
:႞႖أڲ׭

আॻڣأ أරඝى. আॻ༟ ᄭᄥ঺঒ ଫଃٔ؊ّ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳگިة ሒሃ :( Gravitational Force ) ١ॴ఩ذո঻اݾ ؓܙة .1
وّأݠف ۏިار۱؇، ሒᇭ اৎ৊ިۏިدة ا৙৑ۏފ؇م ᆇᅹ٭ؕ আॻ༟ ༥ڍب ًگިة ا৙৑رض ᄭᄥ঺঒ ّޝߜߵ اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ

.P⃗ ًـ ༟؇دة ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߌߵ ( Weight Force ) اڤ׭ؠڞ ؓܙة ྾ང؇ً ا৙৑رض ݿޚں আॻ༟ اܳگިة ۱ڍه
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،ඔ൹ٺ྘ཬ؇ً۳ݠ៺ ඔ൹ٷٺොங ඔ൹ً اܳٺڰ؇༟ܭ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳگިة ሒሃ :( Electric Force ) ١ॴటոּ٤ۑ᝷اڤـ اڤؠܙة .2
Repulsive ) ١ֵ ոॾయؔۑ أو ،ඔ൹ٺܹڰٺෛ੼ اܳލۜٷٺ؇ن ೑಻Ⴄ၍ إذا ( Attractive ) ոຖذ١ּ ّܝިن وڢڎ

اܳٷިع. َڰݴ ݆݁ ؇ਐ಻Ⴄ၍ إذا (
ඔ൹ً أو اৎ৊؞؇َޔ ඔ൹ً اܳٺڰ؇༟ܭ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳگިة ሒሃ :( Magnetic Force ) اिऻ֏רո܈༉ۻמ١ اڤؠܙة .3

(Fe). اࠍ੆ڎࢴࣖ আॻ༟ اৎ৊؞ٷ؇ޗ྘ݴ ଫଃٔ؊ّ ݁ټܭ واৎ৊أ؇دن، اৎ৊؞؇َޔ

( Representation of Force Vector ) ո֔੡ੇع اڤؠܙة ଄૵׭מڞ 1 .5
෠ຬص أݿ؇ݿ٭۰ ๤ཛྷ؇؜ٷ ً؊رًأ۰ ّأُݠفّ ؇ዛኡأ أي ،( Quantity Vector ) ո֔۳֍מ١ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ᆇᅒ٭۰ ሒሃ اܳگިة

.؇ً༲٭ොේ ً ఈఃټ٭ஓ஄ ࡺ࢘ࢦټ٭۳ܹ؇ Ⴄ၍݁ܭ ႟ၽ૰૖ ොູڎࢴ۱ࣖ؇
اڤؠܙة: ෕ໍոר֍

݁ٴ؇๤ཇة. اܳگިة ؇ዛዀڣ ّޝُߜߵّ มฆܳا ྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اܳٷگޚ۰ ሒሃ :( Point of Application ) જੴׅջاڤ׫ ֿؠ܋١ .1
.྾ཏ੊ࠍ؇ً اࠍ੅٭ޔ ؇ዛዀڣ ًޔ ߌߵُ มฆܳا اܳٷگޚ۰ আॻ༟ اܳލڎ ڢިة ّޝߜߵ اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻڣأ

ոຒڲڞ ྾ང؇ً ألݯً؇ لأُݠف و اܳڰݯ؇ء، ሒᇭ اܳگިة ༟ܹ٭۬ ّأ݄ܭ اᄳᄟي اࠍ੅ޔ ި۱ :( Direction ) اո൑สेूه .2
݆݁ ؇۱ଫଃً؞ أو ا༡৕৑ڎاਃು؇ت उइࣲ؇ور اܳگިة ఈః༟ڢ۰ ا෠ູ৖৑؇ه ۱ڍا ොຬڎد .( Line of Action ) اڤؠܙة

اܳگިى.
݆݁ أي ،؇۳ܹᆇᅦ ۊޔ ޗިل আॻ༟ اܳگިة ؇ዛዀڣ ّأ݄ܭ มฆܳا ۰۳੊اࠍ ި۱ :( Sense ) اिऻרٍܡ أو ١۰ոষاݾ .3

ا৙৑رض. ஼ணਵਦ ިොຶ ؇۱؇༲݁ٷ لܝިن ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ڢިة ،ًఈఃټᆇᅫ ً؇ܳأܝݴ. أو B ިොຶ A اܳٷگޚ۰
اܳٷޙ؇م ሒᇭ (N) ਗਈاڤרמܙ ༡ިًڎة وّگُ؇س ይዧگިة اܳأڎدل۰ اܳگ٭۰݄ ሒሃو :( Magnitude ) اڤ۾׿ة .4

.྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اܳگިة ଫଃٔ؊ّ ݁گڎار وஓ஄ټܭ (SI). ܳߺࠊ༡ڎات ሒᇿوᄴᄟا

:ًոۛמոֵ ر اڤؠܙة ଄૵׭מڞ
:ਲ਼ਦීෂ؇ً B ྾ཏۏ আॻ༟ A ྾ཏۏ ؇ዛኞ لޝߜߵ มฆܳا اܳگިة ሌᇿإ ਲ਼ਦߖߵ

F⃗A/B

ނأ؇؜٭۰. ᆇᅒ٭۰ اܳگިة أن ሌᇿإ ਲ਼ਦීෂا ڣިق ܾዝཏܳا ଫଃ૰૏ ۋ٭ت
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:ঌॻل პაႰ ا৙৑ًأ؇د ሒᇉఈఃٔ ሒᇆرႤၽدل ݁أ޺޾ ሒᇭ اܳگިة ஓ஄ټ٭ܭ وஓ୷ܝ݆
F⃗ = Fx î +Fy ĵ +Fz k̂

.z ,y ,x ۰ٔఈఃاܳټ ا௱௯௫؇ور আॻ༟ اܳگިة إݿگ؇ޗ؇ت Fz ,Fy ,Fx ஓ஄ټܭ ොຳ٭ت
اܳأఈఃڢ۰: وڣݑ ؇ዛኤ؇঴঒ਵਦ ݆݁ ොູފص اڤؠܙة: ۳׿ة

F =
√

F 2
x +F 2

y +F 2
z

1 ڲ୹୴ؼ܊ոت
ڣ٭ܝިن ڣگޔ، اৎ৊ފٺިى ሒᇭ اܳگިى ࢾࣖرس اܳྟފ٭ޚ۰، اᄴᄟراݿ٭۰ اࠍ৖৑؇੆ت ݆݁ ଫଃ܋ټ ሒᇭ ڲ୹୴ؼ܊١:

:႟ၽܳލ؇ً ا৙৑ًأ؇د ሒᆶ؇਍ು اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ
F⃗ = Fx î +Fy ĵ
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႞႐ոاڤ֔܋ ڲץ׿أ 2 .5
( Law First Newton's , 1727–1642 )

1 ׂ֔ۑֵ؉

اिऻץ׿أ: ֿۘ 1 .2 .5
:྾ཏ੊اࠍ ۱ڍا ڣ؆ن ݁ٷأڎ۰݁، M ؇݁ ྾ٍཏۏ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިى ᄭᄥݱො੼ ೑಻Ⴄ၍ إذا

،ًఈఃأݬ ؇ً ষ঒؇ݿ Ⴄ၍ن إذا ݿܝިن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ਊಱࠔࠥ •
ڢٴܭ. ݆݁ Ⴄً၍݁ٺۜݠ Ⴄ၍ن إذا ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ሒᇭ ૭૏ٺ݄ݠ أو •

ոຑرـמ١. ؓܙة ຐڪמٝ ׂ܎ݍݦ ᇆᆙ ոڲ ڲר׫܊ڵ١ ڲۻ׫ؠמڵ١ ၿၛബഏ ᆃᅞ أو ոً नःո۰ ༯ເ঻اݾ ॻఢޅޖ أරඝى: ًݱ٭؞۰

2 ڲ୹୴ؼ܊ոت
.( Inertia ) ႞႐ո܋֍ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ أَ۬ ؜ٷ۬ لگُ؇ل ༠؇رۏ٭۰ ڢިى ༟ܹ٭۬ ّޝߜߵ ৖৑ اᄳᄟي ྾ཏ੊اࠍ ڲ୹୴ؼ܊١:

ݿޚں. আॻ༟ ݿ؇܋݆ ྾ཏۏ (أ): ႟ၽاܳލ :1 .5 ႟ၽނ
݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ݁ٺۜݠك ྾ཏۏ (ب): ႟ၽاܳލ

.
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وׂܙۛמոຣت: ׂ֔ڪמؠոت 2 .2 .5
.؇ዛዀܹ༟ اܳگިى ଫଃٔ؊ّ ᄴᄟراݿ۰ ෛຶٺ؇ر۱؇ أۏފ؇م ۰༟ިᆇ୞୘ أو ྾ཏۏ ި۱ : ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤר܊ոم .1

اܳگިة ڣ؆ن اܳٷޙ؇م، دا༠ܭ ྾ཏۏ আॻ༟ اܳٷޙ؇م ༠؇رج ݆݁ ྾ཏۏ أߜߵّ إذا واݾոশرـמ١: اႥ႐اຑڪמ١ اڤؠܙى .2
داຑڪמ١. ڣٺأُڎّ َڰފ۬، اܳٷޙ؇م ݁ܝިَ؇ت ඔ൹ً ଫଃٔ؊اܳٺ Ⴄ၍ن إذا أ݁؇ ոຑرـמ١. ّأُڎّ

ڢިّ؇ن ؇ᆇᆅ R⃗ و P⃗ ඔ൹ّިاܳگ ڣ؆ن ܋ٷޙ؇م، ڣگޔ M ྾ཏ੊اࠍ ؇َଫଊا؜ٺ إذا - :ඔ൹اܳފ؇ًگ ඔ൹ܳ؇ټৎ৊ا ሒᇭ .3
R⃗ اܳڰأܭ رد ڢިة ڣ؆ن ݁أً؇، ᄭᄟواܳޚ؇و M ྾ཏ੊اࠍ ݆݁ ؇ً࿖ ݁ܝިّ֟ اܳٷޙ؇م ؇َଫଊا؜ٺ إذا أ݁؇ - ոຑرـמ׫ոن.

ոຑرـמ١. ڢިة اܳټگܭ) (ڢިة P⃗ ਊಾࠔࠥ ྘ྲྀٷ݄؇ اܳٷޙ؇م، ݁ܝިَ؇ت ඔ൹ً ؇ዛኡ৙৑ داຑڪמ١ ّݱٴں

ل۰ ݁ފ؇و ༟ܹ٭۬ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى ᄭᄥݱො੼ ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ ྾ཏ࠯࠵࠾ اࠍ੆ݠ܋٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ොຬڎد ᄭᄟ؇اܳأޚ ݁ٴڎأ :١۝୹୴ຑ
∑ይዧݱڰݠ:

F⃗ = 0⃗ ⇒ ّ؇م. ݿܝިن أو ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცݠ੆اࠍ

( Galilean Reference Frame ) اڤ֏ոڤמ࣬ࣽ أو ᆃᅰոاڤ֔܋ ֆۑـिऻا -4 3 .5

1 ׂ֔ۑֵ؉
ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ أ۱ܾ ݆݁ Inertial) Reference Frame ) ᆃᅰոاڤ֔܋ ֆۑـिऻا ݁ڰ۳ިم لأُڎ
༠؇رۏ٭۰ ڢިى ༟ܹ٭۬ ّޝߜߵ ৖৑ ྾ཏۏ أي أن أي ، ႞႐ոاڤ֔܋ ڲץ׿أ ڣ٭۬ ౫౜దگݑ اᄳᄟي اৎ৊ݠۏؕ ڣ۳ި .۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا
ۊޔ আॻ༟و ۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤๎ื ᄎცݠ੆اࠍ ሒᇭ ૭૏ٺ݄ݠ أو ݿܝިن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ਊಱࠔࠥ اܳݱڰݠ) ૭૜؇وي ؇ዛውܹݱො੼ ೑಻Ⴄ၍ (أو

݁ފٺگࡗࡲ.

۱ڍا ڣ؆ن ،ඔ൹݁أ ਵਦۏؕ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ڲר֔׿ڲ١ ؇݁ ྾ཏۏ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى ᄭᄥݱො੼ ೑಻Ⴄ၍ إذا :ബഎآ જੴঁ֔ץ఩
لܝިن: ྾ཏ੊اࠍ

أو ڢٴܭ، ݆݁ ؇ً ষ঒؇ݿ Ⴄ၍ن إذا ؇ً ষ঒؇ݿ •
.Ⴄً၍݁ٺۜݠ Ⴄ၍ن إذا ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ሒᇭ •

:ֆۑاـिऻا അ೪ּ وڲؠոر١ֿ ႞႖أڲ׭
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:2 .5 ႟ၽނ
.۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤๎ื ౫౜ళݠك ނ؇ۋٷ۰ ڣިق ༥ܹ٭ڎ ڢޚأ۰ :(1) ႟ၽاܳލ

.۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤๎ื ౫౜ళݠك ނ؇ۋٷ۰ ڣިق ༥ܹ٭ڎ ڢޚأ۰ :(1) ႟ၽاܳލ
:ᆃᄧոֵ ચੴاڤء اڤ׫ຣڪמڞ

ّگݠ཯ྟ٭ً؇، ؜ޚ؇ܳ٭ً؇ ਵਦۏأً؇ اܳ٭ި݁٭۰ اܳٺ༶؇رب ݁أޙܾ ሒᇭ ଫଊّأُٺ ا৙৑رض :(R) ෥໋رॊूا ֆۑـिऻا ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ .1
؇ஓ୾ .؇ዝངࢾࣖر มฆܳا ً؇ࠍ੆ݠႤ၍ت ݁گ؇ر۰َ ༥ڎاً ݪأ٭ژ اܳލ݄ݴ وۋިل ො੼ިر۱؇ ۋިل ؇ዛኡدورا ଫଃٔ؊ّ ৙৑ن
اܳگިى ᄭᄥݱො੼ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁ٷأڎم. ૭૜؇ر؜۳؇ ڣ؆ن ݁ފٺگࡗࡲ، ۊޔ ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤๎ื ౫౜ళݠك اܳލ؇ۋٷ۰ أن
.๴ཚر৙৑ا اৎ৊ݠۏؕ ۱ڍا ሒᇭ ᄭᄟ؇اܳأޚ ๤ཇوط ౫౜ళگݑ إذن ݁ٷأڎ۰݁. ڣިڢ۳؇) اࠍ੊ܹ٭ڎ আॻ༟ ዻዧᄔცو) ؇ዛዀܹ༟

ଫଊلأُٺ اৎ৊ݠۏؕ ۱ڍا ڣ؆ن ،۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤๎ื ଫଃ૭૜ اܳލ؇ۋٷ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا :(R ′) اڤ۾ոؼר١ ֆـদগ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ .2
ਊಾڎو اৎ৊ݠۏؕ، ۱ڍا ሒᇭ ૭૜؇رع. আॻ༟ ොູٺިي ৖৑و ݁ٷٺޙ۰݄ රඞ܋ٺ۬ ৙৑ن ఋዳዧرض، ً؇ܳྡྷފٴ۰ ؜ޚ؇ܳ٭ً؇ ألݯً؇
اܳگިى ا৙৑رض. ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਐಸ؇ٔ ۰༟๤๎ื ౫౜ళݠك اࠍ੆گ٭گ۰ ሒᇭ ؇ዛኡأ رܾؗ ،؇ً݁؇ஓ஄ ո۰ټר١ اࠍ੊ܹ٭ڎ ڢޚأ۰
݁ٺۜگݑ ᄭᄟ؇اܳأޚ ݁ٴڎأ إذن ૭૜؇رع. ل༥ިڎ ৖৑ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،۰َ଩ଐ݁ (R⃗ اܳڰأܭ ورد P⃗ (اܳټگܭ ؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ޝߜߵة

اৎ৊ݠۏؕ. ۱ڍا ሒᇭ ألݯً؇

3 ڲ୹୴ؼ܊ոت
ׂܙۛמٍמ١: ڲ୹୴ؼ܊ոت

اৎ৊گ؇྘཯ݴ ሒᇭ ࢻࣖڢ۰ ؜ޚ؇ܳ٭ً؇ ྘ܳݴ ܳـܝٷ۬ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰، ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ؜ޚ؇ܳ٭ً؇ لأُڎ ๴ཚر৙৑ا اৎ৊ݠۏؕ •
اᄴᄟراݿ؇ت ሒᇭ ᄩᄥ݄ዛኡ ،ዻዧذ و݁ؕ اܳލ݄ݴ). ۋިل و૭૜؇ر؜۳؇ ا৙৑رض دوران (૭૖ྟص اܳڰܹـܝ٭۰

اܳأ؇دل۰. اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰
ਵਦاۏؕ ألݯً؇ ଫଊّأٺ ሒᇿ؇؜ޚ ਵਦۏؕ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ౫౜ళݠك มฆܳا اৎ৊ݠاۏؕ •
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؜ޚ؇ܳ٭ً؇. لܝިن ఈఃڣ ،۰༟݁ྥފ؇ر ᄎცݠොຳ اৎ৊ݠۏؕ ොູݠك إذا أ݁؇ ؜ޚ؇ܳ٭۰.
Forces ) وჸჶמ١ ڢިى ّޙ۳ݠ ੊਼؊ة)، ਐಾިڢژ أو ོྥފ؇رع ݿ٭؇رة (݁ټܭ ሒᇿ؇اܳأޚ ଫଃ༚ اৎ৊ݠۏؕ ሒᇭ •
ఋዳዧ݁؇م. اܳފ٭؇رة ૭૜؇رع ؜ٷڎ ࠯࠵࠹ܹژ ᄕცڣؕ ؇ዛኞ ොຶݴ มฆܳا ،ᄭᄟ؇اܳأޚ ڢިة ݁ټܭ ( Fictitious

ሒᇭو ،( Galilean Frame ) ոًڤמڪמո຋ ոً֔ـদগ ް݄૭૏ ᄭᄟ؇اܳأޚ ݁ٴڎأ ڣ٭۬ ౫౜దگݑ ਵਦۏؕ ႟၍ :١۝୹୴ຑ
َܝٺص: اৎ৊ݠۏؕ ∑۱ڍا

F⃗ = 0⃗ =⇒ ّ؇م. ݿܝިن أو ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცݠ੆اࠍ

ਵਦاۏؕ ଫଊّأُٺ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცݠොຳ اܳٴأݥ ؇ዝཟًأ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ౫౜ళݠك มฆܳا اৎ৊ݠاۏؕ ᆇᅹ٭ؕ أن პაႰ
.( Galilean Equivalence Principle ) Ⴄၽ݁ڣ۰٪ ؜ޚ؇ܳ٭۰

4 ڲ୹୴ؼ܊ոت

اڤ֏ոڤמ࣬ࣽ: ֆۑـिऻا ؼܙل ١଄૵ոຑو ո٢ڲ١ ڲ୹୴ؼ܊ոت 1 .3 .5

ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ౫౜దݠك ਵਦۏؕ ႟၍و ،ঌॻܳ٭؇༚ ਵਦۏؕ ڣ۳ި ݿ؇܋݆ ਵਦۏؕ ႟၍ :١ວמ༖໪
اৎ৊ݠاۏؕ ݆݁ ᄭᄥف؇༟ ႟ၽ૰૜ اܳ؞؇ܳ٭ܹ٭۰ّ اৎ৊ݠاۏؕ ،රඝآ ปฃأஓ୾ .ঌॻܳ٭؇༚ ਵਦۏؕ ألݯً؇ ި۱ ঌॻܳ٭؇༚ ਵਦۏؕ ሌᇿإ

.؇ًਃಮ؇ل ଩ଃڣ اৎ৊ٺႤၽڣ۰٪
႟၍ ਵਦة ො੼ިر۱؇ ۋިل ࣁࣖور ًܭ ،؇ً݁؇ஓ஄ ؇ً ষ঒؇ݿ ਵਦۏأً؇ ྘ܳފب ا৙৑رض اܳިاڢؕ، ሒᇭ ቌᒬڵ١: ڲ୹୴ؼ܊١

:ඔ൹༟ܳྥފ؇ر ෛູݯؕ ڣ۳޶ إذن ݿٷ۰. ႟၍ ਵਦة اܳލ݄ݴ ۋިل ࣁࣖور პაႰ ،۰༟؇ݿ 24
:؇ًਊಱّگݠ ڢ٭݄ٺ۬ اܳލ݄ݴ، ۋިل ا৙৑رض دوران ؜݆ ༇ຐ؇َ اڤ۾ڵۥ: ว്ܙ ଭଔদগي ոਫ਼੍رع •

aاܳލ݄ݴ ۋިل = 4.4×10−3 m/s2

ۊޔ ؜ٷڎ ڢ٭݄ٺ۬ ܹؐਊಾو ො੼ިر۱؇، ۋިل ؇ዛኡدورا ؜݆ ༇ຐ؇َ اႥ႐وران: ৭്ܙر ว്ܙ ଭଔদগي ոਫ਼੍رع •
:؇ًਊಱّگݠ ا৖৑ݿٺިاء

aިر௱௯௫ا ۋިل = 3.37×10−2 m/s2
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ا৙৑رݪ٭۰: ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ૭૜؇رع ؕ݁ ً؇ৎ৊گ؇ر۰َ ༥ڎاً ݪأ٭ڰ؇ن ඔ൹༟اܳྥފ؇ر દઊ۱ڍ ܳـܝ݆
g = 9.81m/s2

ݿޚ۳ۜ؇. আॻ༟ ا৖৑؜ٺ٭؇دل۰ اࠍ੆ݠႤ၍ت دراݿ۰ ሒᇭ ոًמ༐໠ׂؠۑ ༚؇ܳ٭ܹ٭ً؇ ਵਦۏأً؇ ا৙৑رض ଫଊَأٺ ዻዧᄳᄟ

( Notion of Mass ) ႞႖೏ಧاڤ ڲء٤ܙم
2 ׂ֔ۑֵ؉

༡؇ܳٺ۬ ሒᇭ ّ؞٭ଫଃاً ොڎث ُູ ؇ዛኡ؆ڣ ݁ٺۜݠك، ྾ཏۏ আॻ༟ ༠؇رۏ٭۰ ڢިة أߜߵت إذا ،ᄭᄟ؇اܳأޚ ݁ٴڎأ ۋފص
ਐಾ؊ߜߵ ا৙৑ۏފ؇م ًأݥ .රඝآ ሌᇿإ ྾ཏۏ ݆݁ ෛຬٺܹژ ଫଃاܳٺ؞٭ ۱ڍا ܳـܝ݆ ๤ང؜ٺ۬). ሒᇭ (أي اࠍ੆ݠ܋٭۰
.(ଫଃݬ؞ (૭૜؇ر؜۳؇ ଫଃاܳٺ؞٭ َڰݴ ༡৕৑ڎاث ଫଊأ܋ ڢިة ොູٺ؇ج أරඝى وأۏފ؇م ،(ଫଃ܋ٴ (૭૜؇ر؜۳؇ ۰༟๤๎ื

اࠍ੆ݠ܋٭۰. ༡؇ܳٺ۬ ଫଃܳٺ؞٭ ݁گ؇و݁ٺ۬ أي ،(Inertia) ༯ເ঻اݾ ႞႐ո܋֍ اࠍ੅؇ݬ٭۰ ۱ڍه ૭૙݄޶

:ᆃᄧոֵ ચੴؔ ׂܙۛמث
دڣؕ اܳݱأص ݆݁ ݁ټ؇ل: ๤ང؜ٺ۬. ଫଃܳٺ؞٭ ଫଊأ܋ ڢިة ሌᇿإ ොຬٺ؇ج ܋ٴଫଃة ᄭᄟ؇؜ޚ ጥ጑ٺஓ୷ اᄳᄟي ྾ཏ੊اࠍ •

ாணة. ࢻࣖڣؕ ݁گ؇ر۰َ ݿ٭؇رة
اܳگިة. َڰݴ ොູب ଫଊأ܋ ᄭᄟިዝ๎ื ཯ྥފ؇رع (Ⴄ၍ܳـଲ୍ة) اܳݱ؞ଫଃة ᄭᄟ؇اܳأޚ ذو ྾ཏ੊اࠍ •

3 ׂ֔ۑֵ؉
ሌᇿإ ਲ਼ਦوߙߵ ،(Mass) ႞႖೏ಧاڤ ؇ዛዀ݄૭૙ ଩ଃᆙᆘة ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ᆇᅀً٭۰ ᄭᄟ؇اܳأޚ ؜݆ ଫّଊَُأ (Mass): ႞႖೏ಧاڤ ؉ֵ ׂ֔ۑ

ً؇ࠍ੆ݠف: ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߙߵ اࠍ੆ݠ܋٭۰. ༡؇ܳٺ۬ ଫଃܳٺ؞٭ ྾ཏ੊اࠍ ݁گ؇و۰݁ ݁گڎار
m

:ሒሃ ሒᇿوᄴᄟا اܳٷޙ؇م ሒᇭ ؇ዛኤڎ༡وو
[m] = kg
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5 ڲ୹୴ؼ܊ոت
إոۛؔמ١: ڲ୹୴ؼ܊ոت

ڣگޔ. ً؇ৎ৊گڎار ොڎد ُູ أي ،(Scalar) ؓמ۰ոמ١ ᆇᅒ٭۰ ᄭᄥ൞ശܳا •
اܳڰݯ؇ء). ሒᇭ أو ا৙৑رض আॻ༟) اႤၽৎ৊ن ଫଃ؞ਐಸ ଫଃ؞ਐಾ ৖৑ ᄭᄥ൞ശܳا •

.۬༟ܳྥފ؇ر ྾ཏ੊اࠍ ݁گ؇و۰݁ زادت ᄭᄥ൞ശܳا زادت ؇గၵ၍ :ᄭᄟ؇ܳأޚ؇ً ݁ٴ؇๤ཇة ߙߵਊಾޔ ᄭᄥ൞ശܳا •
྘ྲྀٷ݄؇ ،྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ ّޝߜߵ มฆܳا ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ڢިة ި۱ اܳިزن (Weight): اܳިزن ؜݆ ᄭᄥ൞ശܳا ෛູٺܹژ •

.۰ਐಸ؇ٔ دا༠ܹ٭۰ ༠؇ݬ٭۰ ᄭᄥ൞ശܳا

اܳٷޙ؇م ሒᇭ ؇ዛዊ؜ ଫ ّ֟ ଊُلأ و ،ᄩᄟ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ೑ಸاܳټިا ݆݁ وّأُڎّ ،྾ཏ࠯࠵࠾ ႞႐ոاڤ֔܋ ڲؠ׿ار ஓ஄ټܭ ᄭᄥ൞ശܳا :١۝୹୴ຑ
.(kg) اڤೂಧݫݻদֈام ༡ިًڎة ሒᇿوᄴᄟا

( Impulse – Momentum Linear ) ၿၛۑষاݾ ჸჃמ١ 4 .5

঺঒ܹٺ۬ ݁أݠڣ۰ ألݯً؇ ෠ຬص ًܭ ،V⃗ ڣگޔ ๤ང؜ٺ۬ َأݠف أن لܝࠕࠫ ৖৑ ݁؇دي، ྾ཏ੊ࠍ اࠍ੆ݠ܋٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ᄴᄟراݿ۰
౫౜దݠك ٔگ٭ܭ ྾ཏ੊਼) ሒᆞݠ੆اࠍ ଫଃٔ؊اܳٺ َڰݴ ً؇๤ཟܳورة ஓ୷ٺႤၽܹن ৖৑ ۰༟๤ཏܳا َڰݴ ؇݄ୖ୒ ඔ൹݄ۏފ ৙৑ن ዻዧذ .m

๤ངلؕ). ۊڰ٭ژ ྾ཏۏ ݆݁ ଫଊأ܋ ّ؊ଫଃٔه لܝިن ڢڎ ਊಸޔء
:p⃗ ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߌߵ ၿၛۑষاݾ ჸჃמ١ ް݄૭૏و ،۰༟๤ཏܳوا ᄭᄥ൞ശܳا ඔ൹ً ߌߵًޔ ؇ًਃಮ؇ل ଩ଃڣ ݁گڎاراً َأُݠفّ ዻዧᄳᄟ

p⃗ = mV⃗

ۋ٭ت:
kg). – (ً؇൑ശܳߺࠊਵؗام ྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ঺঒ :m •

m/s). – ۰ਃ಻؇اܳټ ሒᇭ ଫଐৎ৊؇ً) اৎ৊ٺ۰۳۠ ྾ཏ੊اࠍ ۰༟๤ང :V⃗ •
kg·m/s). (༡ިًڎة ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ :p⃗ •

ܳگڎرة ݁گ٭؇س أي ݁ٺۜݠك، ྾ཏۏ ஓ୷ٺܹـ۳᠌؇ มฆܳا اࠍ੆ݠ܋٭۰" "اܳگިة ஓ஄ټܭ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ :ᆃᄧոֵ ચੴؔ જੴׂءۻ
༟ܹ٭۬. اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިى ଫଃٔ؊ّ رܾؗ රඞ܋ٺ۬ ሒᇭ اಣಕᕬ৖৑ݠار আॻ༟ ྾ཏ੊اࠍ
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6 ڲ୹୴ؼ܊ոت
:ঌॻل პაႰ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ً؇ݿٺ༱ڎام Ⴄၽ݁ڣ۰٪ لگ۰ ًޚݠ ႞႐ոاڤ֔܋ ڲץ׿أ ۰༚؇ݬ٭ ஓ୷ܝ݆ :1 ڲ୹୴ؼ܊١

∑
F⃗ext = 0⃗ =⇒ d p⃗

d t
= 0⃗ =⇒ p⃗ = mV⃗ =೑ಸ؇ٔ

إن اܳگިل لأ؇دل (و۱ڍا ١ঁ఩ոׅ ၿၛബഏ ჸႱּמ١ ا৙৑ۏފ؇م ོྡྷٺگܭ اࠍ੅؇رۏ٭۰، اܳگިى ؗ٭؇ب ሒᇭ أَ۬ أي
݁ٷٺޙ۰݄). ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ أو ݿܝިن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ਊಱࠔࠥ ྾ཏ੊اࠍ

ᄭᄥ঺঒ ؇ዛዊ݁ ႟ၽܳ ،N ڲոد١ֵ أـۻոم ຐ׿ة ڲڷ ڲڎܙ١ֿ ڲר܊ܙڲ١ ؇਍ಱᄴᄟ ೑಻Ⴄ၍ إذا :2 ڲ୹୴ؼ܊١
ً؇ܳـ ް݄૭ُ૏ ؇݁ (أو గጻዧٷޙ۰݁ި اၯၽܳ٭۰ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ڣ؆ن ،V⃗1,V⃗2, . . . ,V⃗N ؇ዛኤ؇༟๤ངو m1,m2, . . . ,mN

༡ڎة: আॻ༟ ྾ཏۏ ႟ၽܳ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭؇ت ᆇ୞୘ިع ሒሃ (System the of Momentum

p⃗totale =
N∑

i=1

p⃗i =
N∑

i=1

mi V⃗i

وا৖৑َڰ༶؇رات اܳٺݱ؇د݁؇ت (݁ټܭ ا৙৑ۏފ؇م ඔ൹ً اܳٺڰ؇ఈః༟ت دراݿ۰ ሒᇭ ૭ُ૜ٺأ݄ܭ اৎ৊ٺ۰۳۠ اᆇᅀܳ٭۰ و۱ڍه
اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰).

:ၿၛۑষاݾ ჸჃמ١ ػܙاص
وا෠ູ৖৑؇ه. ً؇ৎ৊گڎار ොڎد ُູ أي ،(Vectorial) ڲ׫١٤ّ ᆇᅒ٭۰ p⃗ •

.؇ዝཏَڰ ۰༟๤ཏܳا ೑಻Ⴄ၍ ިܳ ปฆۋ රඝ৚৑ ྾ཏۏ ݆݁ ෛູٺܹژ ڣ۳޶ ዻዧᄳᄟ و๤ང؜ٺ۬، ྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ঺঒ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ •
༠؇رۏ٭۰. ڢިى ྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ أߜߵت إذا ݆݁ෑෂا ஓ୾ݠور ଫଃ؞ਐಾ أن ஓ୷ܝ݆ •

:আॻ༟ ොຶݱܭ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ لژ ّأݠ ً؇ނٺگ؇ق :ਗਈڤרמܙ ᆃᄴոاڤ׭ اڤؠոֿܙن ֆڲ ١ؓ୹୴֔اڤ
d p⃗

d t
= d

d t
(mV⃗ )

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،۰ਐಸ؇ٔ ᄭᄥ൞ശܳا ೑಻Ⴄ၍ إذا
∑

F⃗ = m
dV⃗

d t
= d p⃗

d t

.ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ଫଃّ؞ ݁أڎل ૭૜؇وي اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިى ᄭᄥݱො੼ أن أي
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7 ڲ୹୴ؼ܊ոت
ػ׫ոڲמ١: ڲ୹୴ؼ܊ոت

݁ٷأڎ۰݁. اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިى ᄭᄥݱො੼ ೑಻Ⴄ၍ إذا ڣگޔ ۰ਐಸ؇ٔ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ •
اܳٺݱ؇د݁٭۰. اܳޙިا۱ݠ دراݿ۰ أݿ؇س لأُڎّ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ اොຶڰ؇ظ ݁ٴڎأ •

ይዧگިة: มฃ݁ෑෂا ଫଃٔ؊اܳٺ ሒሃو ( Impulse ) ١֔ؔႥ႐ا ًـ ް݄૭૏ ؇݁ لژ ّأݠ ஓ୷ܝ݆ •

I⃗ =
∫t2

t1

F⃗ d t =∆p⃗

.ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ ૭૜؇وي اܳگިة دڣأ۰ أن أي
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ਗਈܙॴబ അ೪ֿؓܙا 5 .5
؜݆ ؜ٴ؇رة ඔ൹َاܳگިا ۱ڍه .௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ༟ܹ٭۬ لگިم اᄳᄟي ا৙৑ݿ؇س ۰ٔఈఃاܳټ દગިਃ಻ ඔ൹َڢިا ஓ஄ټܭ
اৎ৊ݠاۏؕ ሒᇭ اܳٺ༶؇رب ݁أޙܾ أ݁؇م وᆙᆗڎت ෠ູݠ཯ྟ٭ً؇ أཿ֡ྟٺب ؇ዛዊوܳـܝ ߓߵ۱؇ن، دون وݪُأب ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ݁ٴ؇دئ

اܳ؞؇ܳ٭ܹ٭۰ّ.

( ႞႐ոاڤ֔܋ (ڲץ׿أ اॊूول اڤؠոֿܙن 1 .5 .5
༟ܹ٭۬ ّޝߜߵ ቕረ ؇݁ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ފٺگ٭۰݄ ᄎცරඞ ౫౜దݠك أو ؇ً ষ঒؇ݿ ਊಱࠔࠥ ྾ཏ੊اࠍ أن আॻ༟ و਍ಱݧ ݿ؇ًگً؇، إܳ٭۬ ّޚݠڢٷ؇

اࠍ੆ݠ܋٭۰. ༡؇ܳٺ۬ ݆݁ ଫଃّ؞ ༠؇رۏ٭۰ ڢިى

Fundamental Principle of Dynamics – ٪ֵ ቞ቘ׫ٍۑ ෥ີո۰ॊूا (اिऻץ׿أ ᆃᄴոاڤ׭ اڤؠոֿܙن 2 .5 .5
PFD) ,

لޝدي ዻዧذ ڣ؆ن ،M ݁ٺۜݠك ྾ཏۏ আॻ༟ اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިى ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ أߜߵت إذا أَ۬ আॻ༟ اܳگ؇َިن ۱ڍا ਍ಱݧ
:ঌॻل პაႰ اܳأ؇۰݁ ݬިرّ۬ ሒᇭ اܳگ؇َިن لܝُٺص و ،p⃗ රඞ܋ٺ۬ ᆇᅒ٭۰ ሒᇭ ଫଃّ؞ ሌᇿإ

∑
F⃗ext = d p⃗

d t

ۋ٭ت:
.྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިى ᄭᄥݱො੼ :∑ F⃗ext •

.(۰༟๤ཏܳا ሒᇭ ๤ཟ݁و۰ً ᄭᄥ൞ശܳا) ྾ཏ੊اࠍ ᄎცරඞ ᆇᅒ٭۰ :p⃗ = mV⃗ •

۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ሒᇭ اܳأ؇۰݁ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒሃو) ᄎცݠ੆اࠍ أ਍ು؇ء ۰ਐಸ؇ٔ m ᄭᄥ൞ശܳا ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ :١ঁ఩ոاڤ׭ ႞႖೏ಧاڤ ႞႐ոຒ
:႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳگ؇َިن لݱُٴں ،(௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا

∑
F⃗ext = d(mV⃗ )

d t
= m

dV⃗

d t
= ma⃗

.ٝຐرոਫ਼੍ ᆃᅞ फःڪ׫ٝ ෕໋ب ۝ոຒڞ ոਫ਼ੀوي ոڲ ༯ເـ ࣷ࣬ຐ اिऻ܎ݍݦة اݾոশرـמ١ اڤؠܙى ჸ૏ૉܙع أن أي
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إذا ྘ྲྀٷ݄؇ ،ଫଊأ܋ ۬༟ر؇૭૜ Ⴄ၍ن ،ଫଊأ܋ ྾ཏۏ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى ᄭᄥݱො੼ ೑಻Ⴄ၍ ؇గၵ၍ :ᆃᄧոֵ ચੴؔ જੴׂءۻ
اܳگިة. َڰݴ ොູب لگܭ ۬༟ر؇૭૜ ڣ؆ن ،ᄭᄥ൞ശܳا زادت

ا৙৑ۏފ؇م أو ༂຃اܳݱިار ሒᇭ პაႰ) ᄎცݠ੆اࠍ أ਍ು؇ء ྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ঺঒ ଫଃ؞ਐಾ اࠍ৖৑؇੆ت، ًأݥ ሒᇭ اिऻ׫֏જੴة: ႞႖೏ಧاڤ ႞႐ոຒ
:ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅀܳ٭۰ اܳأ؇م ଫଃاܳٺأٴ ૰૙ٺݑ ؜ٷڎ۱؇ .(ᄭႍ၍ٺ؋ৎ৊ا

∑
F⃗ext = d(mV⃗ )

d t
= dm

d t
V⃗ +m

dV⃗

d t

༡ڎّان: ؇਍ಱᄴᄟ لޙ۳ݠ و۱ٷ؇
.݆݁ෑෂا ؕ݁ ᄭᄥ൞ശܳا ଫଃّ؞ ଫଃٔ؊ّ ஓ୷ټܭ :dm

d t V⃗ ا৙৑ول اࠍ੆ڎ •
(اܳྥފ؇رع). ۰༟๤ཏܳا ଫଃّ؞ ଫଃٔ؊ّ ஓ୷ټܭ :m dV⃗

d t ሒᇃ؇اܳټ اࠍ੆ڎ •

ׂܙۛמٍܧ: ڲ׭ոل
ߙ߳داد ؇ዛውܹ঺঒ � .(؇ዛኞ اܳټܹھ اܳٺݱ؇ق (૭૖ྟص ࣁරඞࣖۏ۳؇ أ਍ು؇ء إݪ؇ڣ٭۰ ᄭᄥ঺঒ ّܝྥފص ᄎც݁ٺۜݠ ༥ܹ٭ڎ ாணة •

.݆݁ෑෂا ؕ݁
঺঒ܹٺ۬ � اܳ؞؇زات. وරඝوج اܳިڢިد اଫଐ༡اق ૭૖ྟص ݆݁ෑෂا ؕ݁ ঺঒ܹٺ۬ ّگܭ اܳڰݯ؇ء، ሒᇭ ੯੩ޚ਍ಱ ݬ؇روخ •

.݆݁ෑෂا ؕ݁ ོྥٷ؇ڢݧ

ቌᒬڵ١: ڲ୹୴ؼ܊١
اܳٷޙ؇م. ل؞؇در ᄭᄥ൞ശܳا ݆݁ ඹජءاً ৙৑ن اܳأ؇۰݁ ًݱ٭؞ٺ۬ ሒᇃ؇اܳټ اܳگ؇َިن لޚُٴݑ ،༂຃اܳݱިار ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ •

اܳٷڰ؇۰ٔ اܳޚ؇߉ߵات ݁ټܭ Ⴄ၍රඞت ଫଃܳٺڰފ اिऻ׫֏જੴة ႞႖೏ಧاڤ ပ࿮ڲמոॾఢد ًـ لأُݠف ؇݁ ࢴُࣖرس اܳފྟص، ୒ୖڍا •
.༂຃اܳݱިار أو

ոຐم: ڲڪٌۘ
∑

F⃗ext =
{

ma⃗, ۰ਐಸ؇ٔ ᄭᄥ൞ശܳا ೑಻Ⴄ၍ إذا
dm
d t V⃗ +m dV⃗

d t , ݁ٺ؞ଫଃة ᄭᄥ൞ശܳا ೑಻Ⴄ၍ إذا
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ਗਈڤרמܙ اڤ׭ոڤ֛ اڤؠոֿܙن 3 .5 .5
(1) ᄭᄥ৵৩ৠا আॻ༟ ࢻࣖور۱؇ ّޝߜߵ (2) ᄭᄥ৵৩ৠا ڣ؆ن ،F⃗1/2 ًگިة (2) ᄭᄥᆇᅹ আॻ༟ (1) ᄭᄥᆇᅹ أߜߵت إذا اڤרۘ:

أي: ا෠ູ৖৑؇ه، ሒᇭ ؇ୖ୒ و݁أ؇܋ފ۰ اৎ৊گڎار ሒᇭ ؇ୖ୒ ل۰ ݁ފ؇و ّܝިن F⃗2/1 أරඝى ًگިة
F⃗1/2 =−F⃗2/1

ׂ܊٤ۑ ؇ًஓ୴دا اܳگިى أن ؜݆ ଫّଊلأ و ، اڤء֔ڞ ورد اڤء֔ڞ ڲץ׿أ ྾ང؇ً لأُݠف اܳگ؇َިن ۱ڍا :ᆃᄧոֵ ચੴاڤء જੴاڤ׫ءۻ
أزواج: ᆃᅞ

.(2) ᄭᄥ৵৩ৠا আॻ༟ (1) ᄭᄥ৵৩ৠا ؇ዝངر؇ஓ஄ (F⃗1/2) "اܳڰأܭ" ް݄૭ُ૜ ڢިة •
.(1) ᄭᄥ৵৩ৠا আॻ༟ (2) ᄭᄥ৵৩ৠا ؇ዝངر؇ஓ஄ (F⃗2/1) اܳڰأܭ" "ردّ ް݄૭ُ૜ وڢިة •

اܳگިّ؇ن: ۱؇ّ؇ن
|F⃗1/2| = |F⃗2/1| اܳލڎة: َڰݴ ؇݄ୖ୒ •

اࠍ੆؇݁ܭ) اৎ৊ފٺگࡗࡲ (َڰݴ اܳأ݄ܭ ۊޔ َڰݴ ؇݄ୖ୒ •
ا෠ູ৖৑؇ه ሒᇭ ݁ٺأ؇܋ފٺ؇ن •

(྾ཏ੊اࠍ َڰݴ আॻ༟ ّޝߜߵان ৖৑ ؇݄ዛኡ৙৑ ؇݄ዝཟًأ ّܹ؞٭؇ن ৖৑و) ෛ੼ٺܹژ ྾ཏۏ আॻ༟ وا༡ڎة ႟၍ ّޝߜߵ •

ׂܙۛמٍܧ: ڲ׭ոل
.F⃗اܳ٭ڎ আॻ༟ اࠍ੊ڎار و݁أ؇܋ފ۰ ل۰ ݁ފ؇و ًگިة ༟ܹ٭ٷ؇ لޝߜߵ اࠍ੊ڎار ڣ؆ن ،F⃗ڎار੊اࠍ আॻ༟ ࢴࣖ ًگިة ༥ڎاراً ࢾࣖڣؕ ؜ٷڎ݁؇ •

ً؇ܳڰأܭ. ݁ިۏިدة اܳگިة أن ৖৑إ ༥ڎاً)، ܋ٴଫଃة ঺঒ܹٺ۬ (৙৑ن ౫౜దݠك ৖৑ اࠍ੊ڎار أن ورܾؗ
ሌᇿإ اܳگڎم ا৙৑رض ࣁࣖڣؕ ྘ྲྀٷ݄؇ ،F⃗رض৙৑ا আॻ༟ اܳگڎم ًگިة اࠍ੅ܹژ ሌᇿإ ا৙৑رض اܳگڎم ࣁࣖڣؕ ،๴དྷৎ৊ا أ਍ು؇ء •

ఋዳዧ݁؇م. ਐ಻گڎم ෠ູأܹٷ؇ มฆܳا ሒሃو — F⃗اܳگڎم আॻ༟ ا৙৑رض ݁أ؇܋ފ۰ ًگިة ا৙৑݁؇م

ይዧگިة و݁أ؇܋ފ۰ ل۰ ݁ފ؇و ارࣁࣖاد ًگިة اৎ৊ފڎس আॻ༟ اෂීݬ؇ݬ۰ ّޝߜߵ رݬ؇ݬ۰، ݁ފڎس ੯੩ُلޚ ؜ٷڎ݁؇ •
اෂීݬ؇ݬ۰. আॻ༟ اৎ৊ފڎس ؇ዛኞ لޝߜߵ มฆܳا
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ࠍ੆ޙ٭۰: ًگިة اරඝ৙৑ى আॻ༟ ᄭᄥ঺঒ ႟၍ ّޝߜߵ ،m2 و m1 ඔ൹݄ۏފ ّݱ؇دم ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ :ᆃᄧոֵ ચੴؔ ׂ܋ץמۂ
F⃗1/2 =−F⃗2/1

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
d p⃗1

d t
=−d p⃗2

d t

༥ڎاً: ܾዛᔻ ݁ٴڎأ আॻ༟ ොຶݱܭ ؇ዛዊ݁و
d

d t
(p⃗1 + p⃗2) = 0

أن: أي
p⃗1 + p⃗2 =೑ಸ؇ٔ

. ၿၛۑষاݾ ჸჃמ١ اว്ءոظ ڲץ׿أ ሌᇿإ ݁ٴ؇๤ཇة لگިدَ؇ و۱ڍا
ո٢ڲ١: ڲ୹୴ؼ܊ոت

.ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹݄ۏފ আॻ༟ ّޝߜߵ ؇ዛኡ৙৑ ؇ዝཟًأ ௧ਟّܹ ৖৑ اܳڰأܭ وردّ اܳڰأܭ ڢިى •
ඔ൹و݁ٺأ؇܋ފٺ اৎ৊گڎار ሒᇭ ඔ൹ਐಱو݁ྥފ؇و ඔ൹݁ٺٴ؇دܳٺ ඔ൹ّިڢ ؇ًஓ୴دا ཯ُྡྷٺھ ඔ൹݄ۏފ ඔ൹ً ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ّڰ؇༟ܭ ႟၍ •

ا෠ູ৖৑؇ه. ሒᇭ
.(ሒᇕاܳݱ؇رو واଫଐ༡৖৑اق اܳޚଫଃان، ،۰༡؇اܳފٴ (݁ټܭ واৎ৊ݠ঴঒؇ت ا਍ಮႤၽܳ؇ت ොູݠك ܋٭ڰ٭۰ ๤ཏلڰ اܳگ؇َިن ۱ڍا •

:١۝୹୴ຑ
F⃗1/2 =−F⃗2/1

ڣ۳ܾ أݿ؇س ި۱ ይዧگިى ا଩ଐৎ৊ن اܳٺٴ؇دل و۱ڍا اৎ৊گڎار، ሒᇭ ؇ୖ୒ ل۰ ݁ފ؇و ݁أ؇܋ފ۰ ڢިة ሌᇿإ ّޝدي ڢިة ႟၍
اܳޚٴ٭أ۰. ሒᇭ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ اܳٺڰ؇ఈః༟ت

ਗਈڤרמܙ اڤ׭ոڤ֛ اڤؠոֿܙن ݄ݦո٢ن 4 .5 .5
اڤո٢જ੻ن:

،႞႐ڲ֔ۏو ؇݄ዛዊ݁ ۰َ ّ֟ اည৊ܝި ᄭᄥ৵৩ৠا أن أي ڣگޔ، ؇݄ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ ਐಱڰ؇ఈః༟ن و(2) (1) ඔ൹دل؇݁ ඔ൹݄ۏފ ଫଊܳٷأٺ
:؇਍ಱᄴᄟ إذن ༠؇رۏ٭۰. ڢިى أل۰ ؇ዛዀܹ༟ ّޝߜߵ ৖৑ ∑أي

F⃗ext = 0⃗
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:(દગިܳٷ٭ ሒᇃ؇اܳټ (اܳگ؇َިن ل۹ ይዧٺۜݠ ๴ང؇ݿ৙৑ا اৎ৊ٴڎأ وۋފص
∑

F⃗ext = d p⃗

d t
⇒ d p⃗

d t
= 0⃗

ۋ٭ت:
p⃗ = p⃗1 + p⃗2

݁أً؇. ඔ൹݄࠯࠵࠾ފ اၯၽܳ٭۰ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ሒሃ
إذن:

d

d t
(p⃗1 + p⃗2) = 0⃗

:আॻ༟ ොຶݱܭ ؇ዛዊ݁و
d p⃗1

d t
=−d p⃗2

d t

:۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝٷٷ؇ ،દગިܳٷ٭ ሒᇃ؇اܳټ اܳگ؇َިن وڣݑ ܳـܝ݆
d p⃗1

d t
= F⃗2/1 و d p⃗2

d t
= F⃗1/2

෠ຶڎ: وً؇ܳٺأިلݥ
F⃗2/1 =−F⃗1/2

ᄭᄟٺٴ؇دৎ৊ا اܳگިى أن أي ا෠ູ৖৑؇ه. ሒᇭ ᄩᄟ و݁أ؇܋ފ۰ اܳލڎة ሒᇭ ᄩᄟ ل۰ ݁ފ؇و ڢިة ڣأܭ ႟ၽܳ إذن ا༖۰ेूר׫ոج:
:؇ًஓ୴دا ඔ൹ܹ༟؇݁ٺڰ ඔ൹݄ۏފ ඔ൹ً

|F⃗1/2| = |F⃗2/1| اৎ৊گڎار: ሒᇭ ل۰ ݁ྥފ؇و •
ا෠ູ৖৑؇ه ሒᇭ ݁ٺأ؇܋ފ۰ •

ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹݄ۏފ আॻ༟ ّޝߜߵ •

ஓ୷ܝ݆ ًܭ ،ॷॖदݠ෠ູ ݁ٴڎأ ڣگޔ ྘ܳݴ દગިܳٷ٭ اܳټ؇ܳت اܳگ؇َިن أن ا۱ଫଊܳ؇ن ۱ڍا لޙ۳ُݠ :ᆃᄧոֵ ચੴاڤء اڤ෕ໃح
ඔ൹ً ّޝߜߵ มฆܳا ሒሃ ڣگޔ اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳگިى ೑಻Ⴄ၍ ڣ؆ذا .ᄭᄟ݁أݞو ᄭᄥᆇᅹ ሒᇭ ၿၛۑষاݾ ჸჃמ١ اว്ءոظ ݆݁ ۬༥؇اݿྥٷٺ
আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ ؇ᆙᆘ ،රඝ৚৑ا ሒᇭ ؇ً݁؇ஓ஄ ݁أ؇܋ݴ ଫଃّ؞ ᄩᄥً؇لگ ඔ൹݄ފ੊اࠍ أ༡ڎ ᄎცරඞ ᆇᅒ٭۰ ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ ڣ؆ن ،ඔ൹݄ފ੊اࠍ

:؇ًਐಸ؇ٔ اၯၽܳ٭۰ ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ᆇ୞୘ިع
d

d t
(p⃗1 + p⃗2) = 0 =⇒ p⃗1 + p⃗2 =೑ಸ؇ٔ
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:١۝୹୴ຑ
F⃗2/1 =−F⃗1/2

ا෠ູ৖৑؇ه. ሒᇭ لأ؇܋ފ۬ و اܳލڎة ሒᇭ ل۬ ૭૏؇و ڣأܭٍ ردّ ڣأܭٍ ႟ၽܳ
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ਗਈڤרמܙ اڤո֔م اݾ঻׾ب ոֿؓܙن 6 .5

: ڲؠ׿ڲ١
ᄩᄟఈః༠ و݆݁ ،௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا أᆇᅦڎة أ༡ڎ ި۱ 1687 ݿٷ۰ દગިਃ಻ وݪأ۬ اᄳᄟي اܳأ؇م اࠍ੊ڍب ڢ؇َިن

݁ټܭ: اܳޚٴ٭أ٭۰ اܳޙިا۱ݠ ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ଫଃّڰފ اݿٺޚ؇ع
ا৙৑رض. ިොຶ ا৙৑ۏފ؇م ݿگިط •

اܳލ݄ݴ. ۋިل اܳـܝިا܋ص ᄎცරඞ •
واࠍ੊ݞر. اৎ৊ڎّ ޖ؇۱ݠة •

๤ཚب ༡؇ݬܭ ؕ݁ ؇ً࿌ޗݠد ོྥٷ؇ݿص ًگިة ౯౜ద؇ذً؇ن اܳـܝިن ሒᇭ ඔ൹دل؇݁ ඔ൹݄ۏފ ႟၍ :ᆃᄴֿܙոاڤؠ اڤרۘ
.؇݄ዛኗ஼ணਵਦ ඔ൹ً ᄭᄥاܳڰ؇ݬ اৎ৊ފ؇ڣ۰ ًؕਵਦ ؕ݁ و༟ܝފ٭ً؇ ،؇݄ዛዀܹٺ঺঒

F =G
m1m2

d 2

: F : ().m1,m2 : ().d : ().G : .

G = 6.67×10−11 N·m2/kg2

ڲ୹୴ؼ܊ոت:
আॻ༟ (2) ؇ዛኞ لޝߜߵ มฆܳا اܳگިة ਍ಸڰݴ (2) ྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ لޝߜߵ (1) ྾ཏ੊اࠍ أن أي ،ᄭᄟ݁ٺٴ؇د F اܳگިة •

݁أ؇܋ݴ: ا෠ູ؇ه ሒᇭ ܳـܝ݆ ،(1)
F⃗1/2 =−F⃗2/1

اܳـܝިا܋ص). ሌᇿإ اᄳᄟرات ݆݁) ؇ዛዊ྘ྲྀ اৎ৊ފ؇ڣ؇ت ೑಻Ⴄ၍ ؇݄ዛᔻ اৎ৊؇دل۰ ا৙৑ۏފ؇م ৵৩ৠ٭ؕ ဦݬ؇ࠍ اܳگ؇َިن ۱ڍا •

اॊूرض: ڲڷ ౏ఢؓۑ ༯ເـ ႞႐ոຒ
ڢޚݠ۱؇ وَݱژ MT ا৙৑رض ᄭᄥ঺঒ ۋ٭ت ا৙৑رض، ݿޚں ݆݁ h ارّڰ؇ع আॻ༟ m ঺঒ܹٺ۬ ۏފً݄؇ ଫଊܳٷأٺ

.RT
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:ሒሃ ྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ ا৙৑رض ؇ዛኞ ّޝߜߵ มฆܳا اࠍ੊؇ذ۰ً اܳگިة
F =G

MT m

(RT +h)2

:྾ཏ੊اࠍ وزن ૭૜؇وي اܳگިة ۱ڍه ܳـܝ݆
F = mg

إذن:
g =G

MT

(RT +h)2

:(h ≈ 0 (أي ا৙৑رض ݿޚں ݆݁ ༥ڎاً ؇ًਊಱڢݠ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن و؜ٷڎ݁؇

g0 =G
MT

R2
T

ׂؠۑ༐໠מ١: ؓ߈ߣ
MT = 5.98×1024 kg, RT = 6.37×106 m

إذن:
g0 ≈ 9.83m/s2

؇ً݁؇ஓ஄ ாணوي ଫଃ༚ ؇۳ၯၽނ ৙৑ن ا৙৑رض ݿޚں আॻ༟ රඝ৚৑ Ⴄၽ݁ن ݆݁ ෛູٺܹژ ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ڢ٭۰݄ ڲ୹୴ؼ܊١:
ا۰ेू׫ܙاء. ػ܅ ֍ר׿ ١ຢوڲר׫ء അ೪اڤؠ܋ץ ֍ר׿ ١ຣڲءڪ܋ ڣ۳޶ —

gاܳگޚص ≈ 9.87m/s2 و gݿٺިاء৖৑ا ≈ 9.80m/s2

أن: أي
g = f (h)

ا৙৑رض. ݿޚں ؜݆ اਐಸأڎَ؇ ؇గၵ၍ ཯ྥٷ؇ڢݧ ሒᇀذ؇੊اࠍ اܳྥފ؇رع أن أي

أن: ؇ًగఒ༟ اܳگ݄ݠ، ݿޚں আॻ༟ ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ૭૜؇رع اۋފص ׂ܋ץמۂ:
ML = 7.36×1022 kg, RL = 1.738×106 m

g0 =G
ML

R2
L
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لݥ: ً؇ܳٺأި
g0 = 6.67×10−11 ×7.36×1022

(1.738×106)2

g0 ≈ 1.63m/s2

ا৙৑رݪ٭۰: ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ૭૜؇رع ݿڎس ؇ًਊಱّگݠ ૭૏؇وي اܳگ݄ݠ ݿޚں আॻ༟ ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ૭૜؇رع ا༖۰ר׫ոج:
gL ≈ 1

6
gT

اܳگ݄ݠ. ݿޚں আॻ༟ ෛຳڰ۰" "لگڰݞون ܾዛኡႧ၍و اܳڰݯ؇ء رواد لޙ۳ݠ اܳފྟص و୒ୖڍا

اളൄּ܅ ؓܙى أو اڤ׫୹୴ڲۥ ؓܙى 1 .6 .5
اܳگިى ۱ڍه ّأ݄ܭ .؇݄ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ ඔ൹ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ඔ൹݄ۏފ ஓ஄؇س ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳگިى ሒሃ اܳٺఈః݁ݴ ڢިى :؉ֵ ׂ֔ۑ

෠ຶڎ: اܳگިى ۱ڍه أ۱ܾ ඔ൹ً ݆݁ .රඝ৚৑ا আॻ༟ ඔ൹݄ފ੊اࠍ أ༡ڎ ݆݁ ஓُ؇رس ஄و اܳٺఈః݁ݴ ݿޚں ؜ٷڎ
اिऻۻ׫ܙى ڲڷ اڤء֔ڞ رد ؓܙة •

اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙى •
༯ເ঻اݾ ࣷ࣬ຐ اिऻۻ׫ܙى ؔ֔ڞ

ఈఃّ݁ފ٭۰ ًگިة ྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اܳފޚں لޝߜߵ .႟ၽاܳލ ሒᇭ პაႰ ،S أڣࠔࠫ ݿޚں ڣިق ؇ً༟ި݁ިݪ ؇ً࿌د؇݁ ۏފً݄؇ ܳٷڰଫଐض
ਲ਼ਦߖߵ ا৙৑ݿڰܭ ިොຶ ᆇᅦިدل۰ ༥ڍب ًگިة ྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ ا৙৑رض ّޝߜߵ ྘ྲྀٷ݄؇ ،R⃗ ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ اܳފޚں আॻ༟ ᆇᅦިدل۰

.P⃗ ًـ ؇ୖ୒
R⃗ =−P⃗

݁ྥފ؇وي: ඔ൹ّިاܳگ ݁گڎار ڣ؆ن ݿ؇܋ٷ۰، ّިازن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ Ⴄ၍ن إذا
R = P = mg

.྾ཏ੊اࠍ ሒᇭ ૭૜؇رع ل༥ިڎ ৖৑ ۋ٭ت ႞႐ոاڤ֔܋ ڲץ׿أ ؕ݁ ๤ཇ؇݁ٴ ّިاڣݑ و۱ڍا
೑಻Ⴄ၍ أو ఈًఃف؇݁ اܳފޚں Ⴄ၍ن إذا ଫଃ؞ਐಾ أن ஓ୷ܝ݆ إذ ،؇ًஓ୴دا ۰݁؇༟ ྘ܳފب اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه ո٢ڲ١: ڲ୹୴ؼ܊١

اۋٺႤၽك...). دڣؕ، (ނڎ، إݪ؇ڣ٭۰ ڢިى ۱ٷ؇ك
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ׂܙۛמٍמ١: ႞႖أڲ׭
:؇ً݁؇ஓ஄ أڣࠔࠫ ݿޚں আॻ༟ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ •

R = P

:α ل۰ ߓ߳او ݁؇فܭ ݿޚں আॻ༟ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ •
R = P cosα< P

.྾ཏ੊اࠍ وزن ݆݁ أڢܭ اܳڰأܭ رد ڢިة أن أي
:F⃗ إݪ؇ڣ٭۰ ༠؇رۏ٭۰ ًگިة ఋዳዧݿڰܭ ݁ݯ؞ިޗً؇ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ •

R > P

اܳگިى. ᄭᄟأ؇دৎ৊ ଫଊأ܋ ڣأܭ رد ሌᇿإ ොຬٺ؇ج اܳފޚں ৙৑ن
۱ިاء): ݪ؞ޔ أو زଫଊَك (݁ټܭ আॻ༟ఋዳዧ رڣؕ ڢިة ۱ٷ؇ك ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇ •

R < P

اܳފޚں. আॻ༟ اܳݯ؞ޔ ݆݁ ጵ጑ڣٺگ اܳިزن ّأ؇܋ݴ اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިة ৙৑ن

اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙى 2 .6 .5
ၿၛۑষاݾ ڲؠոوڲ١ আॻ༟ ؇ًஓ୴دا وّأ݄ܭ ،ඔ൹༲ݿޚ ඔ൹ً ஓ஄؇س ۱ٷ؇ك لܝިن ؜ٷڎ݁؇ ّޙ۳ݠ มฆܳا اܳگިة ި۱ ا৖৑ۋٺႤၽك

.ᄎცݠ੆اࠍ ᄭᄟو؇௱௯௫ أو ᄎცݠ੆اࠍ ෠ູ৖৑؇ه ݁أ؇܋ފً؇ لܝިن ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة ا෠ູ؇ه أن أي .؇݄ዛዊ྘ྲྀ اܳྡྷފྟ٭۰
:ඔ൹أݿ؇ݿ٭ ඔ൹༟ިَ ሌᇿإ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިى ّݱُٷژ

ปฆۋ ࣁࣖر෠ຬ٭ً؇ وߌ߳داد ౫౜దݠك، أن وොຬ؇ول ؇ً ষ঒؇ݿ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ لޙ۳ݠ : اڤۻոټڷ اूेؼ׫ပ࿮ك أ. •
ا৖৑ߖ৖৑߳ق. ݆݁ ྾ཏ੊اࠍ ஓ஄ٷؕ ؜ޙ݄ް ڢ٭۰݄ ሌᇿإ لݱܭ

fs ≤ fs max =µsR

اܳފ؇܋݆. ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ ި۱ µs ۋ٭ت
ا৖৑ۋٺႤၽك ݆݁ أڢܭ لܝިن و ،ًఈఃڣأ ᄎცݠ੆اࠍ ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ ਊಱڎأ ؜ٷڎ݁؇ لޙ۳ݠ : ᆃᄏۑষاݾ اूेؼ׫ပ࿮ك ب. •

اܳފ؇܋݆.
fk =µkR ؕ݁ µk <µs
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ڲ୹୴ؼ܊ոت:
اܳأఈః༶ت، وࢻࣖوران ،๴དྷৎ৊؇ً ܳٷ؇ ૭૜݄ں มฆܳا ڣ۳޶ اڤמܙڲמ١، اݾষמոة ᆃᅞ ١ֵ ෕໋ور ڢިة ا৖৑ۋٺႤၽك •

.ᄭᄥ݁اܳڰݠ ؜ٷڎ اৎ৊ݠ঴঒؇ت وّިڢژ
රඞارة. ႟ၽނ আॻ༟ اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ ١ؓոاڤ܋ ॻయ׿ࠥࡇ ሌᇿإ لޝدي ا৖৑ۋٺႤၽك ڣ؆ن ڣ؇ࢱّࣖ۬، رܾؗ •

.ඔ൹݁ފٺఈఃٺৎ৊ا ඔ൹ّد؇ৎ৊ا َިع আॻ༟ ًܭ اܳފޚں، ۰༡؇݁ފ আॻ༟ لأٺ݄ڎ ৖৑و ෠ູݠ཯ྟ٭ً؇ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ لگُ؇س •
اଫଐ༠৖৑اق، ஓ஄ٷؕ มฆܳا (R⃗) اܳأ݄ިدل۰ اܳڰأܭ رد ڢިة :ඔ൹ٺ྘أݿ؇ݿ ඔ൹ّިڢ ૰૜݄ܭ اܳٺఈః݁ݴ ڢިى :١۝୹୴ຑ
ඔ൹༲اܳފޚ ඔ൹ً اႤၽܳ݁ܭ اܳٺڰ؇༟ܭ ݁أً؇ ఈ႙ၽ૰૜ن اܳگިّ؇ن ۱؇ّ؇ن .ᄎცݠ੆اࠍ ّأ؇رض มฆܳا ( f⃗ ) ا৖৑ۋٺႤၽك وڢިة

:ඔ൹݁ފఈఃٺৎ৊ا
T⃗ = R⃗ + f⃗

اၯၽܳ٭۰. اܳٺఈః݁ފ٭۰ اܳگިة ஓ஄ټܭ T⃗ ۋ٭ت
ᆃᄴاڤۻڎܙ اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙة

༠؇رۏ٭۰ ًگިة ༟ܹ٭۬ َޝߜߵ ؜ٷڎ݁؇ ا৖৑ߖ৖৑߳ق ݆݁ ྾ཏ੊اࠍ ஓ஄ٷؕ มฆܳا اܳگިة ሒሃ ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة :؉ֵ اڤ׫֔ۑ
؜ٷڎ۱؇ ، fs(max) ؜ޙ݄ް ڢ٭۰݄ ሌᇿإ ّݱܭ أن ሌᇿإ اৎ৊ޚٴگ۰، اܳگިة ܳٺިازن ࣁࣖر෠ຬ٭ً؇ اܳگިة ۱ڍه ިറഠ೺و ݬ؞ଫଃة.

.ᄎცݠ੆اࠍ ࢻࣖء وނ۹ আॻ༟ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن
fs ≤ fs(max) =µsR

ۋ٭ت:
ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة : fs •

اܳأ݄ިدل۰ اܳگިة :R •
ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ :µs •

أڣࠔࠫ: ݿޚں আॻ༟ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ اڤ܊٢ոۑة: ෕ຸح
R = P = mg , fs = 0

ڢިة اৎ৊گ؇ًܭ ሒᇭ ོྡྷލ؊ ،F ݬ؞ଫଃة ڢިة ّޚٴ٭ݑ و؜ٷڎ ݁ޝߜߵة. أڣگ٭۰ ڢިة أي وۏިد ܳأڎم ؇ً ষ঒؇ݿ ྾ཏ੊اࠍ ਊಱࠔࠥ
ا෠ູ৖৑؇ه: ሒᇭ و݁أ؇܋ފ۰ ل۰ ݁ފ؇و اۋٺႤၽك

fs = F
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૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ มฆܳا ۰༥ݠ੆اࠍ اܳگ٭۰݄ F اܳފۜص ڢިة ܹؐਊಾ أن ሌᇿإ ،؇ً ষ঒؇ݿ ྾ཏ੊اࠍ دام ؇݁ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ૭૜ٺ݄ݠ
:ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣٺٺۜگݑ ،؇ዛኤرا؇෠੼ ا৖৑ۋٺႤၽك

fs = fs(max) =µsR

.ᄎცݠ੆ࠍ؇ً ྾ཏ੊اࠍ ਊಱڎأ ෠ູ؇وز۱؇ وऍइࣲݠد
:෥ີاૃેר׿ اڤ׫ຣڪמڞ

:྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى ஓ஄ټ٭ܭ ؜ٷڎ
fs = R tan(θ)

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،θmax اܳگݱިى ؇ዛው݄ڢ٭ ሌᇿإ اৎ৊٭ܭ ل۰ زاو ّݱܭ و؜ٷڎ݁؇
fs(max) = R tan(θmax) =µsR

.ᄎცݠ੆اࠍ وނ۹ আॻ༟ ྾ཏ੊اࠍ ෠ູأܭ มฆܳا ل۰ اෑෂاو ޖܭ ި۱ ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ أن أي
:ᆃᄧոֵ ચੴؔ ڲڪٌۘ

.؇ዛውܳأ؇دৎ৊ fs ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة ازدادت ،F اܳފۜص ڢިة زادت ؇గၵ၍ •
ا৖৑ߖ৖৑߳ق. وނ۹ আॻ༟ ྾ཏ੊اࠍ لܝިن ، fs(max) اܳگ٭۰݄ ሌᇿإ F ّݱܭ ؜ٷڎ݁؇ •

.ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ و཯ྡྷٺگܭ ᄎცݠ੆ࠍ؇ً ྾ཏ੊اࠍ ਊಱڎأ ،F > fs(max) ෠ູ؇وزت إذا •

fs(max) =µsR

ቌᒬڵ١: ڲ୹୴ؼ܊١
.F > fs(max) ౫౜ళگݑ ؜ٷڎ݁؇ ڣگޔ ਊಾڎأ ᄎცݠ੆اࠍ •

(ۊލص–ۊލص، ඔ൹݁ފఈఃٺৎ৊ا ඔ൹༲اܳފޚ ሒᇼިَ আॻ༟ لأٺ݄ڎ و ෠ູݠ཯ྟ٭ً؇ د ොຬُڎّ֟ µs ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ •
݁ޚ؇ط–أݿڰܹب...). ݁أڎن–݁أڎن،

.ඔ൹༲اܳފޚ ෛຳލ۰َި ًܭ ،྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ൞ശً ৖৑و اܳٺఈః݁ݴ ۰༡؇ފஓ୾ ੯੩أਐಾ ৖৑ µs ڢ٭۰݄ •
ׂ܋ץמޅޜ: ڲ׭ոل

أن دون ّޚٴ٭گ۳؇ ஓ୷ܝ݆ أڣگ٭۰ ڢިة ଫଊأ܋ ؇݁ .µs = 0.3 ۋ٭ت ۊލ݆ ݿޚں আॻ༟ m = 5kg ঺঒ܹٺ۬ ྾ཏۏ
اࠍ྾ཏ੊؟ ౫౜దݠك

R = mg = 5×9.81 = 49.05N
fs(max) =µsR = 0.3×49.05 = 14.72N

.F > 14.72N ౯౜ళ؇وز ؜ٷڎ݁؇ ᄎცݠ੆ࠍ؇ً وਊಱڎأ ،F ≤ 14.72N ೑಻Ⴄ၍ إذا ؇ً ষ঒؇ݿ ྾ཏ੊اࠍ ਊಱࠔࠥ :١ວמ༖اڤר



105 اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰ ل۹ ොູݠ .5 ً؇ب

ᆃᄏۑষاݾ اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙة

༥ڎࢴࣖة ڢިة ᄴّᄟިਐಾ ا৙৑؜ޙ݄޶، ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ෠ູ؇وز ًأڎ ᄎცݠ੆اࠍ ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ ਊಱڎأ ؜ٷڎ݁؇ :؉ֵ اڤ׫֔ۑ
اߖ৖৑߳ڢ۬ أ਍ು؇ء ྾ཏ੊اࠍ ؇ዛዊ݁ ሒᇃ؇لأ มฆܳا اৎ৊گ؇و۰݁ ሌᇿإ ਲ਼ਦوߙߵ ،(௧ௌ݁٭؇਍ಱᄴᄟا (أو ᆃᄏۑষاݾ اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙة ްّ݄૭ُ૜

.රඝآ ݿޚں আॻ༟
ً؇ܳأఈఃڢ۰: ؇ዛዊ؜ ଫଊلأ و ، f⃗k أو f⃗c ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ

fc =µcR

ۋ٭ت:
ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة : fc •

ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ :µc •
اܳأ݄ިدل۰ اܳگިة :R •

ڲ୹୴ؼ܊ոت:
ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ݆݁ أڢܭ ؇ዛዊܳـܝ ،۰༟๤ཏܳا আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ৖৑و ᄎცݠ੆اࠍ أ਍ು؇ء ؇ًਊಱّگݠ ۰ਐಸ؇ٔ fc ڢ٭۰݄ •

ا৙৑؜ޙ݄޶:
fc < fs(max)

.ඔ൹݁ފٺఈఃٺৎ৊ا ඔ൹ّد؇ৎ৊ا َިع ۋފص ෠ູݠ཯ྟ٭ً؇ ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ ڢ٭۰݄ ොڎد ُູ •
. µd ਲ਼ਦීෂ؇ً µc ሌᇿإ ਲ਼ਦُߌߵ اܳـܝٺص ًأݥ ሒᇭ •

اܳٺఈః݁ݴ َگ؇ط ৙৑ن ඔ൹༲اܳފޚ ਐ಻ިءات ඔ൹ً اܳٺఈః݁ݴ ڢިة ོྥٷ؇ڢݧ ،ᄎცݠ੆اࠍ ࢻࣖء ؜ٷڎ :ᆃᄧոֵ ચੴؔ જੴׂءۻ
ොູݠل۹ أن ๤ّཏلڰ ؇݁ و۱ڍا .؇ً ষ঒؇ݿ ྾ཏ੊اࠍ Ⴄ၍ن ؜ٷڎ݁؇ ༟ܹ٭۬ Ⴄ၍ن ؇ᆙᆘ أڢܭ ا৖৑ۋٺႤၽك ڣ٭ݱٴں ،؇ًਃಮඹජ ๤ཏܝ਍ಾ

౫౜దݠك. أن ًأڎ دڣأ۬ ሒᇭ اಣಕᕬ৖৑ݠار ݆݁ أݬأص ݿ؇܋݆ ྾ཏۏ
:1 ׂ܋ץמۂ

30◦ ل۰ ߓ߳او ஓ஄٭ܭ 20N ݁گڎار۱؇ ނڎ ڢިة ༟ܹ٭۬ أ֡ߜߵت ۊލ݆. أڣࠔࠫ ݿޚں আॻ༟ 80N ঺঒ܹٺ۬ ྾ཏۏ وݪُؕ
.µs = 0.3 ި۱ ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ ا৙৑ڣݑ. ؜݆

اिऻ܋ݫݻب:
fs ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة ނڎة إ෠ຬ؇د .1
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R اܳأ݄ިدل۰ اܳگިة ނڎة إ෠ຬ؇د .2
fs(max) ۋފ؇ب .3

ᄎცݠ੆اࠍ ܳٴڎء اఈዳዧز۰݁ اܳگިة ۋފ؇ب .4
اݾষڞ:

fs = F cos(α) = 20cos(30◦) ≈ 17.32N
R = P −F sin(α) = 80−20sin(30◦) = 70N

fs(max) =µsR = 0.3×70 = 21N
F(mouvement du début) = fs(max)

cos(α)
= 21

cos(30◦)
≈ 24.25N

.24.25N اܳލڎ ڢިة ౯౜ళ؇وز ؜ٷڎ݁؇ ᄎცݠ੆ࠍ؇ً ྾ཏ੊اࠍ ਊಱڎأ :١ວמ༖اڤר

:2 ׂ܋ץמۂ
45◦ ل۰ ߓ߳او ஓ஄٭ܭ 20N ݁گڎار۱؇ ނڎ ڢިة ଫଃٔ؊ّ ොູب ۊލ݆ أڣࠔࠫ ݿޚں আॻ༟ 10.2kg ঺঒ܹٺ۬ ྾ཏۏ ل଩଍ܳݑ
.g = 9.8m/s2 ๴ཚر৙৑ا واܳྥފ؇رع ،µc = 0.15 ި۱ ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ .আॻ༟৙৑ا ሌᇿإ ا৙৑ڣݑ ؕ݁

اिऻ܋ݫݻب:
R اܳأ݄ިدل۰ اܳگިة ۋފ؇ب .1

fc ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة ۋފ؇ب .2
ا৙৑ڣگ٭۰ اܳگިى ᄭᄥݱො੼ ۋފ؇ب .3

a ྾ཏ੊اࠍ ૭૜؇رع ۋފ؇ب .4
اݾষڞ:

R = P −F sin(45◦) = 10.2×9.8−20× sin(45◦) ≈ 85.82N
fc =µcR = 0.15×85.82 ≈ 12.9N∑

Fx = F cos(45◦)− fc = 20cos(45◦)−12.9 = 1.24N
a =

∑
Fx

m
= 1.24

10.2
≈ 0.12m/s2

.a = 0.12m/s2 ଫଃݬ؞ ྲྀྥފ؇رع ࣁࣖر෠ຬ٭ً؇ ଩ଐ݁اࢴࣖة ۰༟๤๎ื ྾ཏ੊اࠍ ౫౜దݠك :١ວמ༖اڤר
اڤո֔ڲ١: ١۝୹୴শاݾ
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ਊಾڎأ. أن ًأڎ ؇ዛᔻلگ؇و ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ྘ྲྀٷ݄؇ ،ᄎცݠ੆اࠍ ஓ୷ٷؕ ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك •
:ሒሃ ؇݄ዛዊ྘ྲྀ اܳأ؇۰݁ اܳأఈఃڢ۰ •

fc < fs(max)

:྾ཏ੊اࠍ ᄭᄟ؇༡ ۋފص ا৖৑ۋٺႤၽك َިع ොຬُڎد • fs = F (Equilibrium) ؇ً ষ঒؇ݿ ྾ཏ੊اࠍ Ⴄ၍ن إذا
fc =µcR (Motion) Ⴄً၍݁ٺۜݠ ྾ཏ੊اࠍ Ⴄ၍ن إذا
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6 ոּب
ڲոد١ֵ ቞ቘרؠ܋١ ٪ֵ اڤ׫ٍۑ 4 رؓگ ਗ৻رո଄૵ ႞႖۰ڪۻ

:2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
ዻዧوذ ،(1 ႟ၽاܳލ (اَޙݠ ABC ෛ੼ݠوط ݿޚں আॻ༟ اۋٺႤၽك ࢻࣖون m = 5.5kg ঺঒ܹٺ۬ D ྾ཏۏ ཯ྡྷٺگܭ

أۋފص: .ω= 4.5rad/s ل۰ زاو ۰༟๤๎ื EE ا௱௯௫ިر ۋިل ࢻࣖوراَ۬

2 દઊاࡺ࢘ࢦݠ :1 .6 ႟ၽނ

.g = 9.8m.s−2 َ؊༠ڍ

.྾ཏ࠯࠵࠾ اࠍ੅ޚ٭۰ ۰༟๤ཏܳا .1
.྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اܳފޚں ڣأܭ رد .2

و༥ُڎ). (إذا اࠍ੅٭ޔ ނڎ .3
ا௰௯௫ݠوط. ݿޚں ؜݆ ྾ཏ੊اࠍ ཯ྟٺأڎ ௧ௌܳـ اఈዳዧز۰݁ ؇ਃ಻ᄴᄟا ل۰ اෑෂاو ۰༟๤ཏܳا .4

109
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:3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ
݁أ؇݁ܭ .35◦ ل۰ ߓ߳او ݁؇فܭ ۊލ݆ ݁ފٺިى আॻ༟ ؇ً༟ި݁ިݪ W = 5N وزَ۬ ۏފً݄؇ ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽاܳލ ༃لިࡵ

.g = 10m.s−2 وَ؊༠ڍ ،µs = 0.80 ި۱ ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك

3 દઊاࡺ࢘ࢦݠ :2 .6 ႟ၽނ

اࠍ੆ݠᄎც؟ ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ ؜ٷڎ۱؇ ਊಱڎأ มฆܳا اৎ৊٭ܭ ل۰ زاو ڢ٭۰݄ ؇݁ .1
ا৙৑؜ޙ݄٭۰؟ ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة ڢ٭۰݄ ؇݁ .2

ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة ዻዧࣕࢻ ؇ً༶و݁ފྥٷٺ ،θ = 35◦ اৎ৊٭ܭ ل۰ زاو ؜ٷڎ (اܳٷ؇ޖ݄٭۰) اܳأ݄ިدل۰ اܳگިة ڢ٭۰݄ ؇݁ .3
اܳڰأܹ٭۰؟ ሒᇃިاܳފܝ

.µc = 0.60 ި۱ ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ أن ؇గఒ༟ اࠍ྾ཏ੊؟ ᄎცරඞ ޗٴ٭أ۰ ؇݁ ،θ = 40◦ أن ڣݠݪً؇

:4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ

4 દઊݠஓ஄ :3 .6 ႟ၽނ
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݁أ؇݁ܭ .mB = 10kg و mA = 5kg ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ ؇ᆇᆅ أدَ؇ه ႟ၽاܳލ ሒᇭ B و A ඔ൹݄ފ੊اࠍ ঺঒ܹٺ؇
.µ= 0.40 ި۱ ᄭᄟواܳޚ؇و A ྾ཏ੊اࠍ ඔ൹ً ا৖৑ۋٺႤၽك

ا৖৑݁ٺޚ؇ط. ቕሹڎ༟و ᄭᄥ൞ശܳا ዛᔻ݄ܭ اࠍ੅٭ޔ أن وَڰଫଐض اܳٴଲ୍ة ᄭᄥ঺঒ ዛኡ݄ܭ
ا৖৑ߖ৖৑߳ق). ݆݁ A ྾ཏ੊اࠍ ஓ஄ٷؕ (أي اܳٺۜݠك ݆݁ اܳٷޙ؇م ஓ஄ٷؕ มฆܳا C ྾ཏ࠯࠵࠾ mC ؇ਃ಻ᄴᄟا ᄭᄥ൞ശܳا أو༥ڎ .1
ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ ڢ٭۰݄ أو༥ڎ .a = 1.3m/s2 ݁گڎاره ྲྀྥފ؇رع اܳٷޙ؇م ౫౜దݠك ،C ྾ཏ੊اࠍ ᄭᄟإزا ؜ٷڎ .2

.ᄭᄟواܳޚ؇و A ඔ൹ً اࠍ੊ڎࢴࣖ
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4 ਗ৻رո଄૵ ႞႖ڤۻڪۻ ᆃᅋا߫ࠆࠗܙذ اݾষڞ
2 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ — ᆃᅋا߫ࠆࠗܙذ اݾষڞ

اिऻ֔܋מոت:
m = 5.5kg :྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ঺঒ •

ω= 4.5rad/s ل۰: اෑෂاو ۰༟๤ཏܳا •
g = 9.8m/s2 :۰ਃಸذ؇੊اࠍ ૭૜؇رع •

R ި۱ ا௰௯௫ݠوط ො੼ިر ۋިل ྾ཏ੊اࠍ دوران ڢޚݠ َݱژ أن َڰଫଐض •
(႟ၽاܳލ ݆݁ ل۰ ๤ཚور اৎ৊أߺࠊ۰݁ (۱ڍه θ ሒሃ ا৙৑ڣࠔࠫ ؕ݁ ا௰௯௫ݠوط ॷॖर؇༥ ݁٭ܭ ل۰ زاو أن َڰଫଐض •

గጻዧۛݠوط اܳأܹ٭؇ ً؇ܳٷگޚ۰ ྾ཏ੊اࠍ ߌߵًޔ ۊ٭ޔ وۏިد َڰଫଐض •
:༯ເޯަޠ اݾশ܋מ١ ١ຐ෕ເاڤ ؼۻոب .1

ً؇ܳأఈఃڢ۰: R اᄴᄟوران ڢޚݠ وَݱژ ω ل۰ اෑෂاو ۰༟๤ཏܳ؇ً ਊಾਵਦޚ۰ v اࠍ੅ޚ٭۰ ۰༟๤ཏܳا
v =ωR

v = 4.5R m/s
.(႟ၽاܳލ ሒᇭ ا৕৑ݪ؇ڣ٭۰ اৎ৊أޚ٭؇ت ݆݁ ڢ٭݄ٺ۬ لݥ ّأި (෠ຬص ྾ཏ੊اࠍ دوران ڢޚݠ َݱژ ި۱ R ۋ٭ت

:༯ເ঻اݾ ࣷ࣬ຐ اڤۻ܋ث ؔ֔ڞ رد ؼۻոب .2

:ඔ൹۱؇෠ູ৖৑ا ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى ጵ጑ො ُຶ ،N اܳڰأܭ رد ࠍ੆ފ؇ب
N sinθ = mω2R (اৎ৊ݠ஼ணي): ሒᇼ؇اܳލأ ا෠ູ৖৑؇ه ሒᇭ •

N cosθ−mg = 0 اܳފޚں: আॻ༟ اܳأ݄ިدي ا෠ູ৖৑؇ه ሒᇭ •
:۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁

N cosθ = mg ⇒ N = mg

cosθ

N = 5.5×9.8

cosθ
= 53.9

cosθ
N

.(႟ၽاܳލ ݆݁ ؇ዛው݄ڢ٭ لݥ ّأި (෠ຬص ا௰௯௫ݠوط ݿޚں ݁٭ܭ ل۰ زاو ሒሃ θ ۋ٭ت
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اݾশמ܅: ۳׿ ؼۻոب .3
اܳأ݄ިدي: ا෠ູ৖৑؇ه ሒᇭ اܳگިى ොູܹ٭ܭ ݆݁ ොຬފص T اࠍ੅٭ޔ ނڎ ڣ؆ن ෛຳ٭ޔ، ਵਦًިޗً؇ ྾ཏ੊اࠍ Ⴄ၍ن إذا

T cosθ = mg

T = mg

cosθ
= 53.9

cosθ
N

اܳٴٷڎ). ۱ڍا ዛُኗ݄ܭ ۊ٭ޔ، وۏިد ༟ڎم ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ)
اڤۻ܋ث: ֍ڷ ༯ເ঻اݾ ո֔ঁ఩ेूد ոॴబႥ႐ا ١ֵ اളൂاو ١ຐ෕ເاڤ ؼۻոب .4

ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ ݠة ّ֟ ُ݁ިڣ ل۰ ஼ணݠৎ৊ا اܳگިة ّܝިن ؜ٷڎ۱؇ .N = 0 اܳڰأܭ رد لݱٴں ؜ٷڎ݁؇ اܳފޚں ؜݆ ྾ཏ੊اࠍ ཯ྟٺأڎ
:ሒᇼ؇اܳލأ ا෠ູ৖৑؇ه ሒᇭ اܳިزن ਵਦ܋ٴ۰ ًިاݿޚ۰

mg tanθ = mω2minR

ω2min =
g tanθ

R

ωmin =
√

g tanθ

R

:(ඔ൹݁أߺࠊ݁ٺ θ و R ೑಻Ⴄ၍ (إذا اܳأڎدل۰ اܳگࡗࡲ لݥ ਐಸأި

ωmin =
√

9.8× tanθ

R
rad/s
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3 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ — ᆃᅋا߫ࠆࠗܙذ اݾষڞ
اिऻ֔܋מոت:

W = 5N :྾ཏ੊اࠍ وزن •
g = 10m/s2 :۰ਃಸذ؇੊اࠍ ૭૜؇رع •

m = W

g
= 5

10
= 0.5kg :྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ঺঒ •

µs = 0.80 :ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ •
µc = 0.60 :ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ •

θ1 = 35◦ :ሌᇿو৙৑ا اৎ৊٭ܭ ل۰ زاو •
θ2 = 40◦ :۰ਃ಻؇اܳټ اৎ৊٭ܭ ل۰ زاو •

:ၿၛۑষاݾ ᆃᅞ ༯ເ঻اݾ ոר׿٢֍ ॻఢ׿أ ඒ൷اڤ اिऻמڞ ١ֵ زاو .1
اܳگݱިى: ሒᇃިاܳފܝ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة ؕ݁ గጻዧފٺިي ل۰ اৎ৊ިاز اܳިزن ਵਦ܋ٴ۰ ོྥފ؇وى ؜ٷڎ݁؇ ᄎცݠ੆اࠍ ਊಾڎأ

mg sinθs =µsmg cosθs

tanθs =µs = 0.80

θs = arctan(0.80) ≈ 38.66◦

θs ≈ 38.7◦

اॊू֍܊ڵמ١: ᆃᄴاڤۻڎܙ اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙة .2

fs,max =µsmg cosθs

fs,max = 0.80×0.5×10×cos(38.66◦)

cos(38.66◦) ≈ 0.7809

fs,max ≈ 0.80×5×0.7809 ≈ 3.124N
fs,max ≈ 3.12N
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:θ = 35◦ ֍ר׿ .3
(اڤרո܇ڵמ١): اڤ֔ڵܙد١ֵ اڤؠܙة .1

N = mg cosθ = 0.5×10×cos35◦

cos35◦ ≈ 0.8192

N ≈ 5×0.8192 ≈ 4.096N
N ≈ 4.10N

ݿ؇܋݆: ྾ཏ੊اࠍ ،θ = 35◦ < θs ≈ 38.7◦ أن ؇ஓ୾ اڤء֔ڪמ١: ᆃᄴاڤۻڎܙ اूेؼ׫ပ࿮ك ؓܙة .2
fs = mg sinθ = 0.5×10× sin35◦

sin35◦ ≈ 0.5736

fs ≈ 5×0.5736 ≈ 2.868N
fs ≈ 2.87N

:θ = 40◦ ոר׿ڲ֍ .4
ݿ٭଩଍ܳݑ. ྾ཏ੊اࠍ ،40◦ > θs ≈ 38.7◦ أن ؇ஓ୾

గጻዧފٺިي: ل۰ اৎ৊ިاز اܳިزن ਵਦ܋ٴ۰
F∥ = mg sin40◦ ≈ 0.5×10×0.6428 ≈ 3.214N

:ሒᆞݠ੆اࠍ ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިة
fc =µcmg cos40◦ ≈ 0.60×0.5×10×0.7660 ≈ 2.298N

:ᄭᄥݱ௱௯௫ا اܳگިة
Fnet = F∥− fc ≈ 3.214−2.298 ≈ 0.916N

اৎ৊ފٺިي. أݿڰܭ ሌᇿإ ཯ྥފ؇رع ྾ཏ੊اࠍ ،Fnet > 0 أن ؇ஓ୾
اৎ৊ފٺިي أݿڰܭ ሌᇿإ ۰༟݁ྥފ؇ر ᄎცරඞ

اܳྥފ؇رع:
a = Fnet

m
≈ 0.916

0.5
≈ 1.832m/s2

a ≈ 1.83m/s2
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4 ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ — ᆃᅋا߫ࠆࠗܙذ اݾষڞ
mC ؇ਃ಻ᄴᄟا ᄭᄥ൞ശܳا إ෠ຬ؇د .1

আॻ༟ A ᄭᄥ൞ശܳا ا৖৑ۋٺႤၽك. ۰ஓ୷ڎ༟ ଲ୍ًة আॻ༟ ஓ୷ݠ ොຳٴܭ ඔ൹ًިޗٺਵਦ B و A ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ݆݁ ਐಱܝިن اܳٷޙ؇م
ا৖৑ۋٺႤၽك. ڢިة ل؇دة ෑෂ A ڣިق ّިݪؕ C ᄭᄥ൞ശܳا .µ= 0.40 ᄊცႤၽاۋٺ ݁أ؇݁ܭ أڣࠔࠫ ݿޚں

(اܳٺިازن): ᄎცݠ੆اࠍ ༟ڎم ๤ཇط
T = mB g (B ྾ཏ࠯࠵࠾)

T = FكႤၽاۋٺ ≤µN (A ྾ཏ࠯࠵࠾)
اܳأ݄ިدل۰. اܳگިة ሒሃ N = (mA +mC ) g ۋ٭ت

اۋٺႤၽك ๮ཡأڢ ا৖৑ۋٺႤၽك ڣ٭ܝިن ،ᄎცݠ੆اࠍ وނ۹ আॻ༟ اܳٷޙ؇م لܝިن mC ᄭᄥ൞ശይዧ ሌᇃد৙৑ا اࠍ੆ڎ ؜ٷڎ
:ሒᇃިݿܝ

mB g =µ (mA +mC ) g

:g আॻ༟ ྾ཏَگ
mB =µ (mA +mC )

mC = mB

µ
−mA

:µ= 0.40 ,mB = 10kg ,mA = 5kg َأިض
mC = 10

0.40
−5 = 25−5 = 20kg

. 20kg ሒሃ C ܳـ ؇ਃ಻ᄴᄟا ᄭᄥ൞ശܳا إذن
µ′ اࠍ੊ڎࢴࣖ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ إ෠ຬ؇د .2

َޚٴݑ .a = 1.3m/s2 ྲྀྥފ؇رع اܳٷޙ؇م ౫౜దݠك ڣگޔ. 5kg ؇۳ܹ঺঒ A ᄭᄥ൞ശܳا ਊಾࠔࠥ C ᄭᄥ൞ശܳا ᄭᄟإزا ًأڎ
:྾ཏۏ ႟၍ আॻ༟ ሒᇃ؇اܳټ દગިਃ಻ ڢ؇َިن
ఋዳዧݿڰܭ): (౫౜దݠك B ྾ཏ࠯࠵࠾ -

mB g −T = mB a (1)
اܳٴଲ୍ة): ިොຶ ً أڣگ٭؇ (౫౜దݠك A ྾ཏ࠯࠵࠾ -

T −FكႤၽاۋٺ = mAa اۋٺႤၽكFۋ٭ت =µ′ mAg (2)
:T ොຳڍف (2) و (1) ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ؕᆇ໶ໟ

mB g −µ′mAg = (mA +mB )a
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µ′mAg = mB g − (mA +mB )a

µ′ = mB g − (mA +mB )a

mAg

:(g = 9.8m/s2) اܳگࡗࡲ َأިض

µ′ = 10×9.8− (5+10)×1.3

5×9.8
= 98−15×1.3

49
= 98−19.5

49
= 78.5

49
≈ 1.602

.(؇ًਊಱّگݠ) 1.60 ި۱ اࠍ੊ڎࢴࣖ ا৖৑ۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ إذن
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7 ոּب
١ؓոواڤ܋ اڤ֔ڵڞ اݾոশڲۥ: اڤءۢڞ

ڲؠ׿ڲ١ 1 .7
1 ׂ֔ۑֵ؉

.؇݁ وஓ୾ފ؇ڣ۰ ؇݁ ًگިة ؇݁ ྾ཏۏ ل۹ ܳٺۜݠ اఈዳዧز۰݁ اܳޚ؇ڢ۰ ᆇᅒ٭۰ ި۱ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ༟޺޾ ሒᇭ ௧ௌਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا اܳأ݄ܭ

:ࣷ࣬ຐ ఢঁܙؓ؉ ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤ֔ڵڞ 1 .1 .7
ይዧأ݄ܭ. اৎ৊ٷ۠ݞة F اܳگިة ނڎة •

.B ሌᇿإ A ݆݁ ؇۱ଫଃٔ؊ّ ܳٷگޚ۰ اਐ಻৖৑گ؇ل ݁گڎار •
.−→AB اਐ಻৖৑گ؇ل وނأ؇ع F⃗ اܳگިة ނأ؇ع ඔ൹ً ا௱௯௫ݱިرة α ل۰ اෑෂاو •

:١ঁ఩ոاڤ׭ اڤؠܙة ؉ֵ ׂ֔ۑ 2 .1 .7
:೑಻Ⴄ၍ إذا ۰ਐಸ؇ٔ ؇ዛኡأ F⃗ ڢިة ؜݆ َگިل

(اܳލڎة). اܳگ٭۰݄ ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ •
ا෠ູ৖৑؇ه. ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ •

:١ؓոاڤ܋ 3 .1 .7
2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

وይዧگڰݞ اܳފ٭؇رة، وܳگ٭؇دة اܳޚأ؇م، ܳޚ۳޶ اܳޚ؇ڢ۰ ොຶٺ؇ج ᆇᅦܭ. أداء আॻ༟ اܳگڎرة ؇ዛኡ؊ً ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ّأُݠف
.؇ዝཏَڰ ً؇༡ިܳڎات واܳأ݄ܭ اܳޚ؇ڢ۰ وّگ؇س ا୒ୖިاء... ሒᇭ

119
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ؓܙة ჸთڞ ؉ֵ ׂ֔ۑ 2 .7
:١ঁ఩ոׅ ؓܙة ჸთڞ ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .2 .7

ً؇ࠍ੊ڎاء لأޚް 1.V) ႟ၽاܳލ) B اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ A ݆݁ ؇۱ଫଃٔ؊ّ َگޚ۰ ོྡྷٺگܭ ؜ٷڎ݁؇ F⃗ ۰ਐಸ؇ٔ ڢިة ᆇᅦܭ إن
اܳފగఒ޶:

WA→B (F⃗ ) = F⃗ ·−→AB = F · AB ·cosα

ۋ٭ت: J ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ اࠍ੊ިل ሒሃ اᄴᄟوܳ٭۰ ا༡ިܳڎات َޙ؇م ሒᇭ اܳأ݄ܭ ڢ٭؇س و༡ڎة
1 Joule= 1Nm

ڣިܳޔ: ا৕৑ܳـܝଫଐون ૭૙ٺأ݄ܭ اܳـ۳᠌ݠً؇ء ሒᇭو
1eV= 1.6×10−19 Joule

اܳگިة ᆇᅦܭ :1 .7 ႟ၽނ

1 ڲ୹୴ؼ܊ոت

ڲ୹୴ؼ܊١: 2 .2 .7
ᆇᅦܭ أن أي 2.V) ႟ၽاܳލ) B ሌᇿإ A ݆݁ ଫଃٔ؊اܳٺ ܳٷگޚ۰ اৎ৊ٺٴؕ ً؇ৎ৊ފ؇ر ੯੩أਐಱ ৖৑ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳگިة ᆇᅦܭ

݁ٷۜٷ٭ً؇. أو ݁ފٺگ٭ً݄؇ اৎ৊ފ؇ر Ⴄ၍ن ؇݄ዛᔻ اܳگ٭۰݄ َڰݴ ᄩᄟ F⃗

۰ਐಸ؇ٔ ڣިة ᆇᅦܭ :2 .7 ႟ၽނ

:١ঁ఩ոׅ જੴ຋ ؓܙة ჸთڞ ؉ֵ ׂ֔ۑ 3 .2 .7
اਐ಻گ؇৖৑ت ሌᇿإ اৎ৊ފ؇ر ّگފࡗࡲ ෠ຬص ًܭ F⃗ ·−→AB ૭૏؇وي ৖৑ ؇۳ܹᆇᅦ ڣ؆ن اܳލڎة ሒᇭ ݁ٺ؞ଫଃة F⃗ اܳگިة ೑಻Ⴄ၍ إذا

.dW اܳأٷ๤ཡي ً؇ܳأ݄ܭ اܳأٷ๤ཡي اਐ಻৖৑گ؇ل ఈః༠ل اܳگިة ᆇᅦܭ وࢾࣖ؜ި dr⃗ ؜ٷ๤ཡل۰
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ይዧگިة اৎ৊݄؇ݿ٭۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ :3 .7 ႟ၽނ

اڤ֔ר෕໒ي: اڤ֔ڵڞ
M اৎ৊ިݪؕ ݆݁ ؇ୖ୒ఈః༠ ཯ྡྷٺگܭ d t ݬ؞ଫଃة ز݁ٷ٭۰ ڣଫଐة ఈః༠ل ܋٭ࠕࠫ ݁ފ؇ر আॻ༟ ཯ྡྷٺگܭ M ྾ཏ੊اࠍ ܳ٭ܝ݆

ۋ٭ت: 3.V) ႟ၽاܳލ) dr⃗ ًـ اਐ಻৖৑گ؇ل ۱ڍا ؜݆ ଫଊلأ M ′ اৎ৊ިݪؕ ሌᇿإ
−−−→
M M ′ = dr⃗

:F⃗ ይዧگިة اܳأٷ๤ཡي اܳأ݄ܭ لأݠف
dW = F⃗ ·dr⃗ = F ·dr ·cosα

ۋ٭ت:
FT = F cosα

:ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ اৎ৊ޝߜߵة ይዧگިة اৎ৊݄؇ݿ٭۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ FT

dW = FT ·dr

ّأ݄ܭ ৖৑ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳأ݄ިدل۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ أ݁؇ ّأ݄ܭ. มฆܳا ሒሃ اৎ৊ޝߜߵة ይዧگިة اৎ৊݄؇ݿ٭۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ أن มฃلأ ۱ڍا
اܳݱڰݠ. ૭૏؇وي ؇۳ܹᆇᅦ أن أي

:١۝ոຑ ոຒूेت 4 .2 .7
.θ = π

2 أي dW = 0 ⇔ F⃗ ⊥ dr⃗ •
.θ < π

2 ؜ٷڎ݁؇ dW > 0 •
.π2 < θ <π ؜ٷڎ݁؇ dW < 0 •

:۰ਐಸ؇ٔ F⃗ ೑಻Ⴄ၍ إذا
W =

∫B

A
F⃗ ·dr⃗
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1.V ڲ׭ոل 3 .7
:྾ཏ੊اࠍ اਐ಻گ؇ل S ܳ٭ܝ݆ أڣࠔࠫ. ݁ފٺިى আॻ༟ ཯ྡྷٺگܭ و۱ި ۰ਐಸ؇ٔ ڢިى ৙৑رًؕ ༠؇ݪؕ ႟ၽاܳލ আॻ༟ اৎ৊݄ټܭ ྾ཏ੊اࠍ

ᄭᄟ؇اܳټگ ڢިة ᆇᅦܭ :4 .7 ႟ၽނ

WF⃗ = F ·S ·cosθ :F⃗ اܳگިة ᆇᅦܭ •
W f⃗ =− f ·S : f⃗ اৎ৊گ؇و۰݁ اܳگިة ᆇᅦܭ •

WP⃗ = 0 :P⃗ اܳټگܭ ᆇᅦܭ •
WN⃗ = 0 :N⃗ اܳٷ؇ޖ݄٭۰ اܳگިة ᆇᅦܭ •

቞ቘ֔ڵڞ: اڤ׫ຣڪמڪמ١ اڤ֔ץոرة 1 .3 .7
:۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ

F⃗ = Fx i⃗ +Fy j⃗ +Fz k⃗

d r⃗ = d x i⃗ +d y j⃗ +d z k⃗

:١ॴయرပ࿮ֵႥ႐ا اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ اڤ֔ڵڞ 2 .3 .7
۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ B اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ A اܳٷگޚ۰ ݆݁ اਐ಻৖৑گ؇ل ؜ٷڎ F⃗ ይዧگިة ঌ႓ၽܳا اܳأ݄ܭ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆

ً؇ܳݱ٭؞۰:
W =

∫B

A
F⃗ ·dr⃗ =

∫B

A
Fx d x +

∫B

A
Fy d y +

∫B

A
Fz d z (7.V)
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اڤ׭ؠոڤמ١) (اڤؠܙة اڤܙزن ؓܙة ჸთڞ 4 .7
:M ′ اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ M اܳٷگޚ۰ ݆݁ ᄩᄟ؇گਐ಻ا ؜ٷڎ ྾ཏۏ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة P⃗ = mg⃗ اܳިزن ڢިة ᆇᅦܭ ܳٷۜފص

Wp =
∫M ′

M
P⃗ ·dr⃗

:(Oz ௱௯௫ިر ا༡ިܳڎي ۬༶ٺৎ৊ا ި۱ k⃗ (ۋ٭ت P⃗ =−mg k⃗ ّܝިن ،আॻ༟৙৑ا ިොຶ ݁ٺ۳ً۠؇ Oz ا௱௯௫ިر ً؇؜ٺٴ؇ر

Wp =
∫M ′

M
(−mg k⃗) ·dr⃗

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،dr⃗ = d x i⃗ +d y j⃗ +d z k⃗ أن ؇ஓ୾

Wp =−
∫M ′

M
mg d z =−mg

∫M ′

M
d z

اܳٺႤၽ݁ܭ: وරජ؆࿓اء
Wp =−mg (ZM ′ −ZM ) = mg (ZM −ZM ′) (19.V)

اܳިزن: ᆇᅦܭ ڣ٭ݱٴں ،(྾ཏ੊اࠍ (اෛຶڰ؇ض h = ZM −ZM ′ ا৖৑رّڰ؇ع َأُݠفّ
Wp = mg h

وݬڰݠ ،྾ཏ੊اࠍ ߌߵّڰؕ ؜ٷڎ݁؇ وݿ؇ܳص ،(h > 0) ྾ཏ੊اࠍ ౪ౙదڰݥ ؜ٷڎ݁؇ ݁ިۏص اܳިزن ᆇᅦܭ أن มฃلأ و۱ڍا
ا৙৑ڣࠔࠫ. اৎ৊ފٺިى َڰݴ আॻ༟ لܝިن ؜ٷڎ݁؇

ڲؠ׿ڲ١ 5 .7
.؇݁ وஓ୾ފ؇ڣ۰ ؇݁ ًگިة ؇݁ ྾ཏۏ ل۹ ܳٺۜݠ اఈዳዧز۰݁ اܳޚ؇ڢ۰ ᆇᅒ٭۰ ި۱ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ༟޺޾ ሒᇭ ௧ௌਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا اܳأ݄ܭ

:ࣷ࣬ຐ ఢঁܙؓ؉ ୘ଽॴబပ࿮מिऻا اڤ֔ڵڞ 1 .5 .7
ይዧأ݄ܭ. اৎ৊ٷ۠ݞة F اܳگިة ނڎة •

.B ሌᇿإ A ݆݁ ؇۱ଫଃٔ؊ّ ܳٷگޚ۰ اਐ಻৖৑گ؇ل ݁گڎار •
.−→AB اਐ಻৖৑گ؇ل وނأ؇ع F⃗ اܳگިة ނأ؇ع ඔ൹ً ا௱௯௫ݱިرة α ل۰ اෑෂاو •
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:١ঁ఩ոاڤ׭ اڤؠܙة ؉ֵ ׂ֔ۑ 2 .5 .7
:೑಻Ⴄ၍ إذا ۰ਐಸ؇ٔ ؇ዛኡأ F⃗ ڢިة ؜݆ َگިل

(اܳލڎة). اܳگ٭۰݄ ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ •
ا෠ູ৖৑؇ه. ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ •

:١ؓոاڤ܋ 3 .5 .7
ሒᇭ وይዧگڰݞ اܳފ٭؇رة، وܳگ٭؇دة اܳޚأ؇م، ܳޚ۳޶ اܳޚ؇ڢ۰ ොຶٺ؇ج ᆇᅦܭ. أداء আॻ༟ اܳگڎرة ؇ዛኡ؊ً ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ّأُݠف

.؇ዝཏَڰ ً؇༡ިܳڎات واܳأ݄ܭ اܳޚ؇ڢ۰ وّگ؇س ا୒ୖިاء...

ؓܙة ჸთڞ ؉ֵ ׂ֔ۑ 6 .7
1 ׂ֔ۑֵ؉

:١ঁ఩ոׅ ؓܙة ჸთڞ ؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .6 .7
ً؇ࠍ੊ڎاء لأޚް 1.V) ႟ၽاܳލ) B اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ A ݆݁ ؇۱ଫଃٔ؊ّ َگޚ۰ ོྡྷٺگܭ ؜ٷڎ݁؇ F⃗ ۰ਐಸ؇ٔ ڢިة ᆇᅦܭ إن

اܳފగఒ޶:
WA→B (F⃗ ) = F⃗ ·−→AB = F · AB ·cosα

ۋ٭ت: J ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ اࠍ੊ިل ሒሃ اᄴᄟوܳ٭۰ ا༡ިܳڎات َޙ؇م ሒᇭ اܳأ݄ܭ ڢ٭؇س و༡ڎة
1 Joule= 1Nm

ڣިܳޔ: ا৕৑ܳـܝଫଐون ૭૙ٺأ݄ܭ اܳـ۳᠌ݠً؇ء ሒᇭو
1eV= 1.6×10−19 Joule

2 ڲ୹୴ؼ܊ոت

ڲ୹୴ؼ܊١: 2 .6 .7
ᆇᅦܭ أن أي 2.V) ႟ၽاܳލ) B ሌᇿإ A ݆݁ ଫଃٔ؊اܳٺ ܳٷگޚ۰ اৎ৊ٺٴؕ ً؇ৎ৊ފ؇ر ੯੩أਐಱ ৖৑ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳگިة ᆇᅦܭ

݁ٷۜٷ٭ً؇. أو ݁ފٺگ٭ً݄؇ اৎ৊ފ؇ر Ⴄ၍ن ؇݄ዛᔻ اܳگ٭۰݄ َڰݴ ᄩᄟ F⃗
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2 ׂ֔ۑֵ؉

:١ঁ఩ոׅ જੴ຋ ؓܙة ჸთڞ ؉ֵ ׂ֔ۑ 3 .6 .7
ሌᇿإ اৎ৊ފ؇ر ّگފࡗࡲ ෠ຬص ًܭ F⃗ · −→AB ૭૏؇وي ৖৑ ؇۳ܹᆇᅦ ڣ؆ن اܳލڎة ሒᇭ ݁ٺ؞ଫଃة F⃗ اܳگިة ೑಻Ⴄ၍ إذا

.dW اܳأٷ๤ཡي ً؇ܳأ݄ܭ اܳأٷ๤ཡي اਐ಻৖৑گ؇ل ఈః༠ل اܳگިة ᆇᅦܭ وࢾࣖ؜ި dr⃗ ؜ٷ๤ཡل۰ اਐ಻گ؇৖৑ت

اڤ֔ר෕໒ي: اڤ֔ڵڞ
M اৎ৊ިݪؕ ݆݁ ؇ୖ୒ఈః༠ ཯ྡྷٺگܭ d t ݬ؞ଫଃة ز݁ٷ٭۰ ڣଫଐة ఈః༠ل ܋٭ࠕࠫ ݁ފ؇ر আॻ༟ ཯ྡྷٺگܭ M ྾ཏ੊اࠍ ܳ٭ܝ݆

ۋ٭ت: 3.V) ႟ၽاܳލ) dr⃗ ًـ اਐ಻৖৑گ؇ل ۱ڍا ؜݆ ଫଊلأ M ′ اৎ৊ިݪؕ ሌᇿإ
−−−→
M M ′ = dr⃗

:F⃗ ይዧگިة اܳأٷ๤ཡي اܳأ݄ܭ لأݠف
dW = F⃗ ·dr⃗ = F ·dr ·cosα

ۋ٭ت:
FT = F cosα

:ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ اৎ৊ޝߜߵة ይዧگިة اৎ৊݄؇ݿ٭۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ FT

dW = FT ·dr

ّأ݄ܭ ৖৑ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳأ݄ިدل۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ أ݁؇ ّأ݄ܭ. มฆܳا ሒሃ اৎ৊ޝߜߵة ይዧگިة اৎ৊݄؇ݿ٭۰ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ أن มฃلأ ۱ڍا
اܳݱڰݠ. ૭૏؇وي ؇۳ܹᆇᅦ أن أي

1 ڲ׭ոل

:١۝ոຑ ոຒूेت 4 .6 .7
.θ = π

2 أي dW = 0 ⇔ F⃗ ⊥ dr⃗ •
.θ < π

2 ؜ٷڎ݁؇ dW > 0 •
.π2 < θ <π ؜ٷڎ݁؇ dW < 0 •



واܳޚ؇ڢ۰ اܳأ݄ܭ اࠍ੅؇݁ݴ: اܳڰݱܭ .7 ً؇ب 126

:١ॴయرပ࿮ֵႥ႐ا اຒॆू׿اոॴలت ᆃᅞ اڤ֔ڵڞ 5 .6 .7
۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ B اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ A اܳٷگޚ۰ ݆݁ اਐ಻৖৑گ؇ل ؜ٷڎ F⃗ ይዧگިة ঌ႓ၽܳا اܳأ݄ܭ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆

ً؇ܳݱ٭؞۰:
W =

∫B

A
F⃗ ·dr⃗ =

∫B

A
Fx d x +

∫B

A
Fy d y +

∫B

A
Fz d z (7.V)

1.V ڲ׭ոل 7 .7
:྾ཏ੊اࠍ اਐ಻گ؇ل S ܳ٭ܝ݆ أڣࠔࠫ. ݁ފٺިى আॻ༟ ཯ྡྷٺگܭ و۱ި ۰ਐಸ؇ٔ ڢިى ৙৑رًؕ ༠؇ݪؕ ႟ၽاܳލ আॻ༟ اৎ৊݄ټܭ ྾ཏ੊اࠍ

WF⃗ = F ·S ·cosθ :F⃗ اܳگިة ᆇᅦܭ •
W f⃗ =− f ·S : f⃗ اৎ৊گ؇و۰݁ اܳگިة ᆇᅦܭ •

WP⃗ = 0 :P⃗ اܳټگܭ ᆇᅦܭ •
WN⃗ = 0 :N⃗ اܳٷ؇ޖ݄٭۰ اܳگިة ᆇᅦܭ •

اڤ׭ؠոڤמ١) (اڤؠܙة اڤܙزن ؓܙة ჸთڞ 8 .7
:M ′ اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ M اܳٷگޚ۰ ݆݁ ᄩᄟ؇گਐ಻ا ؜ٷڎ ྾ཏۏ আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة P⃗ = mg⃗ اܳިزن ڢިة ᆇᅦܭ ܳٷۜފص

Wp =
∫M ′

M
P⃗ ·dr⃗

:(Oz ௱௯௫ިر ا༡ިܳڎي ۬༶ٺৎ৊ا ި۱ k⃗ (ۋ٭ت P⃗ =−mg k⃗ ّܝިن ،আॻ༟৙৑ا ިොຶ ݁ٺ۳ً۠؇ Oz ا௱௯௫ިر ً؇؜ٺٴ؇ر

Wp =
∫M ′

M
(−mg k⃗) ·dr⃗

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،dr⃗ = d x i⃗ +d y j⃗ +d z k⃗ أن ؇ஓ୾

Wp =−
∫M ′

M
mg d z =−mg

∫M ′

M
d z

اܳٺႤၽ݁ܭ: وරජ؆࿓اء
Wp =−mg (ZM ′ −ZM ) = mg (ZM −ZM ′) (19.V)
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اܳިزن: ᆇᅦܭ ڣ٭ݱٴں ،(྾ཏ੊اࠍ (اෛຶڰ؇ض h = ZM −ZM ′ ا৖৑رّڰ؇ع َأُݠفّ
Wp = mg h

وݬڰݠ ،྾ཏ੊اࠍ ߌߵّڰؕ ؜ٷڎ݁؇ وݿ؇ܳص ،(h > 0) ྾ཏ੊اࠍ ౪ౙదڰݥ ؜ٷڎ݁؇ ݁ިۏص اܳިزن ᆇᅦܭ أن มฃلأ و۱ڍا
ا৙৑ڣࠔࠫ. اৎ৊ފٺިى َڰݴ আॻ༟ لܝިن ؜ٷڎ݁؇

( energy Kinetic ) اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ 9 .7
1 ׂ֔ۑֵ؉

؉ֵ ׂ֔ۑ 1 .9 .7
:Ec ً؇ৎ৊گڎار V⃗ ۰༟๤๎ื و౫౜ళݠك m ؇ዛውܹ঺঒ ݁؇دل۰ ܳٷگޚ۰ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّأُݠفّ

Ec = 1

2
mV 2

.ᄎცݠ੆اࠍ ᆇᅒ٭۰ ሒሃ p⃗ = mV⃗ ۋ٭ت

اݾষۑټמ١ ١ؓոواڤ܋ اڤ֔ڵڞ ١ؓ୹୴ຐ ا۳׫ؠոق 2 .9 .7
ఈః༠ل .F⃗ اࠍ੅؇رۏ٭۰ اܳگިة ଫଃٔ؊ّ ොູب B و A ඔ൹اܳٷگޚٺ ඔ൹ً ౫౜ళݠك m ؇ዛውܹ঺঒ M اৎ৊؇دل۰ اܳٷگޚ۰ ܳٺܝ݆

:ި۱ اܳأٷ๤ཡي اܳأ݄ܭ اܳأٷ๤ཡي، اਐ಻৖৑گ؇ل
dWF⃗ = F⃗ ·dl⃗ = m

dV⃗

d t
· V⃗ d t

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،dl⃗ = V⃗ d t ً؇ݿٺ༱ڎام
dWF⃗ = d

(
1

2
mV 2

)
:B و A ඔ൹اܳٷگޚٺ ඔ൹ً ً؇ܳٺႤၽ݁ܭ

WA→B (F⃗ ) =
∫B

A
F⃗ ·dl⃗ =

∫B

A
d

(
1

2
mV 2

)
= Ec(B)−Ec(A)

أي:
WA→B (F⃗ ) =∆Ec (29.V)
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اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ ֲۘոۢػ 3 .9 .7
රඞ܋٭۰. ޗ؇ڢ۰ ጥ጑ஓ୷ ᄎცරඞ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ྾ཏۏ ႟၍ •

.m ྾ཏ੊اࠍ ᄭᄥ঺঒ ؕ݁ ؇ً࿌ޗݠد ོྥٷ؇ݿص اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ •
.V 2 ྾ཏ੊اࠍ ۰༟๤ང ًؕਵਦ ؕ݁ ؇ً࿌ޗݠد ོྥٷ؇ݿص اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ •

.ᄎცݠ੆اࠍ ᄩᄟఈః༠ ݆݁ ࣁࣖرس اᄳᄟي (௧ਤݠۏৎ৊ا (ا৕৑ޗ؇ر ً؇ৎ৊أ޺޾ ੯੩أਐಾ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ •
(J). اࠍ੊ިل ሒሃ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ و༡ڎة •

3 ١ֵ ֿ܊ۑ

اݾষۑټמ١ ١ؓոاڤ܋ ١ֵ ֿ܊ۑ
ᄭᄥݱො੼ ᆇᅦܭ ૭૏؇وي B و A ඔ൹݁ިݪأ ඔ൹ً ݁؇دل۰ ܳٷگޚ۰ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ ،มฃܳ٭ܹ٭؇༚ ݁أ޺޾ ሒᇭ

:B و A ඔ൹ً ؇ୖ୒؇گਐ಻ا ఈః༠ل اܳٷگޚ۰ ۱ڍه আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى
∆Ec = Ec(B)−Ec(A) =WA→B (F⃗ext) (30.V)

ො੼؇ڣޙ۰). ଫଃ༚و (ො੼؇ڣޙ۰ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى ᆇᅹ٭ؕ ஓ஄ټܭ F⃗ext ۋ٭ت

اոୢୠଡ଼ؔ܊١ જੴ຋و اոୢୠଡ଼ؔ܊١ اڤؠܙى 10 .7
1 ׂ֔ۑֵ؉

اոୢୠଡ଼ؔ܊١ اڤؠܙى 1 .10 .7
اৎ৊ٺٴؕ اৎ৊ފ؇ر ؜݆ ఈًః݁ފٺگ ؇۳ܹᆇᅦ Ⴄ၍ن إذا ᆇᅒިن) ݆݁ ݁ލٺگ۰ (أو ො੼؇ڣޙ۰ ؇ዛኡأ F⃗ ڢިة ؜݆ َگިل
(ޗ؇ڢ۰ U (x, y, z) ݿగఒ٭۰ ᄭᄟدا ل༥ިڎ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ واዛዊܳ؇ل۰. اܳٴڎال۰ มฆَگޚ আॻ༟ ڣگޔ لأٺ݄ڎ و

ොຳ٭ت: Ⴄ၍݁ٷ۰)
F⃗c =−∇⃗U =−grad(U ) (31.V)
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2 ڲ׭ոل
ا௱௯௫؇ڣޙ۰: اܳگިى আॻ༟ ᄭᄥأ݁ټ

(ᄭᄟ؇اܳټگ) اܳިزن ڢިة •
اܳٷ؇ًݥ ار෠ູ؇ع ڢިة •
اܳأ؇۰݁ ۰ਃಸذ؇੊اࠍ ڢިة •

༟؇م ႟ၽ૰૖ ۰ਐಸ؇ٔ ڢިة أي •

اոୢୠଡ଼ؔ܊١ જੴ຋ اڤؠܙى 2 .10 .7
ا৖৑ۋٺႤၽك ڢިى ّܝިن ؇݁ ༚؇ܳٴً؇ اৎ৊ٺٴؕ. اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ لأٺ݄ڎ ؇۳ܹᆇᅦ Ⴄ၍ن إذا ො੼؇ڣޙ۰ ଫଃ༚ ؇ዛኡأ F⃗ ڢިة ؜݆ َگިل

.F⃗nc ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ ො੼؇ڣޙ۰. ଫଃ༚

( Energy Potential ) اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ 11 .7
1 ׂ֔ۑֵ؉

؉ֵ ׂ֔ۑ
واዛዊܳ؇ل۰. اܳٴڎال۰ มฆَگޚ আॻ༟ ڣگޔ لأٺ݄ڎ ًܭ اৎ৊ٺٴؕ، اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ لأٺ݄ڎ ৖৑ ا௱௯௫؇ڣޙ۰ اܳگިى ᆇᅦܭ إن
ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ لܝިن .Ep اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ް݄૭૜ ᄭᄟدا ఈః༠ل ݆݁ اܳگިى ۱ڍه ᆇᅦܭ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆

ا௱௯௫؇ڣޙ۰: اܳگިة ܳأ݄ܭ ݁أ؇܋ފً؇ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰
Ep(B)−Ep(A) =−WAB (F⃗c) (32.V)

اܳݱ؞ଫଃة: اܳٺ؞ଫଃات ᄭᄟ؇༡ ሒᇭو
dEp =−F⃗c ·dl⃗

اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոواڤ܋ اոୢୠଡ଼ؔ܊١ اڤؠܙة അ೪ּ ١ؓ୹୴֔اڤ 1 .11 .7
ڣ؆ن: Ep = Ep(x, y, z) ೑಻Ⴄ၍ إذا ،۰ਃಾرႤၽلᄴᄟا ا༡৕৑ڎاਃು؇ت ሒᇭ

dEp = ∂Ep

∂x
d x + ∂Ep

∂y
d y + ∂Ep

∂z
d z (33.V)
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:আॻ༟ ොຶݱܭ dEp =−(Fxd x +Fy d y +Fzd z) ؕ݁ ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا وஓ୾گ؇ر۰َ

Fx =−∂Ep

∂x
, Fy =−∂Ep

∂y
, Fz =−∂Ep

∂z
(35.V)

أن: أي
F⃗c =−∇⃗Ep =−grad(Ep)

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
Ep =−

∫
F⃗c ·dl⃗ +೑ಸ؇ٔ (37.V)

اႤၽܳ݁ٷ۰. ይዧޚ؇ڢ۰ ௧ਤۏਵਦ ݁ފٺިى ً؇ۊٺ٭؇ر ౫౜దڎد ೑ಸ؇اܳټ ۋ٭ت
3 ڲ׭ոل

اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭
اڤ׭ؠոڤמ١ اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋

ّܝިن ؜ٷڎ۱؇ .আॻ༟৙৑ا ሌᇿإ ؇ً࿌ިدᆇᅦ Oz ො੼ިر ෛຶٺ؇ر ا৙৑رض، ݿޚں ݆݁ ۰ਊಱڢݠ m ؇ዛውܹ঺঒ ݁؇دل۰ ܳٷگޚ۰
:ሒሃ اܳټگ؇ܳ٭۰ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ .P⃗ =−mg k⃗ اܳިزن ڢިة

Ep(z) =−
∫

P⃗ ·dr⃗ +C =−
∫

(−mg )d z +C = mg z +C

ڣ٭ݱٴں: ا৙৑رض) (ݿޚں z = 0 ؜ٷڎ Ep = 0 ෛຶٺ؇ر ༟؇دة
Ep(z) = mg z (38.V)

(ּۖոڤר) ١ॴబۑوिऻا اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋
اܳٷ؇ًݥ ೑ಸ؇ٔ k ۋ٭ت F⃗ =−kx⃗ ۱ިك: ڢ؇َިن ොຬگݑ ،ᄭᄥ݄ዛᔻ و঺঒ܹٺ۬ ޗݠڣ٭۬ أ༡ڎ ݆݁ ݁ټྟب ܳٷ؇ًݥ

:ሒሃ ۰ਃ಻ݠوৎ৊ا اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ اܳٺިازن. ݁ިݪؕ ؜݆ ۰༡زا৕৑ا x⃗ و
Ep(x) = 1

2
kx2

.x = 0 اܳٺިازن ݁ިݪؕ ؜ٷڎ Ep = 0 ෛຶٺ؇ر ۋ٭ت
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(ᆃᄴڪۏوຒ ּۖոڤר) ١ॴబۑوिऻا اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ 2 .11 .7
اܳٷ؇ًݥ ਊಱڎأ .(۰༡زا৕৑ا) اৎ৊ޚ؇ل ଫଃ؞ਐಸ ଫଃ؞ਐಾ ؇ዛኤނڎ ݁أ؇܋ފ۰ ڢިة ਊಱڍل َ؇ًݥ، ૭ُ૏ٺޚ٭ܭ أو لݯُ؞ޔ ؜ٷڎ݁؇
**اܳޚ؇ڢ۰ ް݄૭ُ૜ اܳޚ؇ڢ۰ ۱ڍه أරඝى. ਵਦة اܳݱܹص ྾ཏ࠯࠵࠾ اܳٷ؇ًݥ ࢻࣖڣؕ ّޙ۳ݠ أن ّܹٴت ৖৑ ޗ؇ڢ۰، દઊݞෛູ ሒᇭ

.Ep ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߌߵ ሒᇃܹݞو੆اࠍ ይዧٷ؇ًݥ **۰ਃ಻ݠوৎ৊ا اႤၽܳ݁ٷ۰
١ॴబۑوिऻا اڤပ࿮ڲר١ ١ؓոاڤ܋ ֍ץոرة ا۳׫ؠոق

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ّأޚް ا৖৑ر༥؇ع) (ڢިة اܳٷ؇ًݥ ނڎ ڢިة ۱ިك. ܳگ؇َިن ෛຬݯؕ ؇ًਃ಻ܹݞو༡ َ؇ًݯً؇ ଫଊَأٺ
F⃗ = T⃗ =−kx i⃗ (40.V)

ۋ٭ت:
(N/m) ଫଐ݁/દગިਃ಻ ༡ިًڎة اܳٷ؇ًݥ) ೑ಸ؇ٔ) اৎ৊ݠو۰َ ೑ಸ؇ٔ :k •

(m) ଫଐৎ৊ا ༡ިًڎة اܳٺިازن) ݁ިݪؕ ؜݆ ۰༡زا৕৑ا) ا৖৑َݯ؞؇ط أو ᄭᄟ؇ݿٺޚ৖৑ا :x •
x ا௱௯௫ިر ا෠ູ؇ه ሒᇭ ا༡ިܳڎة ۬༶݁ٺ :⃗i •

اܳٺႤၽ݁ܭ: ఈః༟ڢ۰ ఈః༠ل ݆݁ ّأُݠفّ ۰ਃ಻ݠوৎ৊ا اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰
Ep =−

∫
F⃗ ·dr⃗ +C =−

∫
(−kx)d x +C (41.V)

:(x = 0) اܳٺިازن ݁ިݪؕ ؜ٷڎ ݬڰݠاً اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّܝިن ොຳ٭ت ይዧޚ؇ڢ۰ ௧ਤۏਵਦ ݁ފٺިى ෛຶٺ؇ر
Ep(0) = 0 (42.V)

ا๤དྷܳط: ۱ڍا ਐಸޚٴ٭ݑ
0 =−

∫0

0
(−kx)d x +C = 0+C ⇒ C = 0

اܳٺႤၽ݁ܭ: රජ؆࿓اء
Ep(x) =−

∫
(−kx)d x = 1

2
kx2

:ሒሃ ۱ިك ܳگ؇َިن ෛຬݯؕ ܳٷ؇ًݥ ۰ਃ಻ݠوৎ৊ا اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

Ep(x) = 1

2
kx2
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4 ڲ୹୴ؼ܊ոت

ቌᒬڵ١ ڲ୹୴ؼ܊ոت
(J). اࠍ੊ިل ሒሃ ۰ਃ಻ݠوৎ৊ا اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ و༡ڎة •

(N/m). ଫଐ݁/દગިਃ಻ ሒሃ ሒᇃܹݞو੆اࠍ ይዧٷ؇ًݥ k اৎ৊ݠو۰َ ೑ಸ؇ٔ و༡ڎة •
(m). ଫଐৎ৊؇ً لگ؇س ይዧٷ؇ًݥ ا৖৑َݯ؞؇ط أو ᄭᄟ؇ݿٺޚ৖৑ا ݁گڎار •

.x2 আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ؇ዛኡ৙৑ ݬڰݠ) (أو ݁ިۏٴ۰ ؇ًஓ୴دا ۰ਃ಻ݠوৎ৊ا اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ •
.ً۬ اৎ৊ٺݱܭ ྾ཏ࠯࠵࠾ රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ ا௰௯௫ݞ۰َ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ౫౜ళިل اܳٷ؇ًݥ، ොູݠߌߵ ؜ٷڎ •

اिऻמॴబပ࿮ڎמ١ ١ؓոاڤ܋ ؼء܄ ڲץ׿أ 12 .7
ؔؠ܅ اոୢୠଡ଼ؔ܊١ اڤؠܙى ႞႐ոຒ ᆃᅞ 1 .12 .7

اࠍ੆ݠ)، اܳފگިط ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اܳިزن ڢިة (݁ټܭ ڣگޔ ො੼؇ڣޙ۰ ܳگިى ༠؇ݪأً؇ (ᄭᄥ৵৩ৠا (أو ྾ཏ੊اࠍ لܝިن ؜ٷڎ݁؇
اႤၽܳ݁ٷ۰ واܳޚ؇ڢ۰ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ᆇ୞୘ިع أن أي .݆݁ෑෂا ؕ݁ ො੼ڰިޗ۰ ਊಾࠔࠥ اၯၽܳ٭۰ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ڣ؆ن

.؇ًਐಸ؇ٔ لޙܭ
ոֵۛמ١ ൄളا اڤۢמ֏١

:Ep اႤၽܳ݁ٷ۰ واܳޚ؇ڢ۰ Ec اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ᆇ୞୘ިع ؇ዛኡأ আॻ༟ EM اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّأُݠف
EM = Ec +Ep

ො੼ڰިޗ۰: اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّܝިن ڣگޔ، ا௱௯௫؇ڣޙ۰ اܳگިى ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
EM =೑ಸ؇ٔ ⇔ ∆EM = 0 (59.V)

ݬڰݠاً. ૭૏؇وي ඔ൹ܳٺ؇༡ أي ඔ൹ً اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ ଫଃاܳٺ؞ أن أي
أن: ૭૙ྥٷٺھ اৎ৊ٴڎأ ۱ڍا ݆݁

∆Ec =−∆Ep (60.V)
ොේ٭ں. واܳأܝݴ اႤၽܳ݁ٷ۰، اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ ݁ފ؇وٍ َگݱ؇ن ّگ؇۳ًܹ؇ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ ل؇دة ෑෂا أن มฃلأ و۱ڍا
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4 ڲ׭ոل

اݾষۑ اڤۻؠܙط ׂ܋ץמۂ:
:ඔ൹݁أ ارّڰ؇ع ݆݁ ྾ཏ੊اࠍ إޗఈఃق ؜ٷڎ ڣگޔ). ᄩᄥܳټگ (༠؇ݪؕ රඞ ݿگިط ሒᇭ ྾ཏ੊اࠍ ݁ټ؇ل ܳٷ؊༠ڍ

ا৙৑رض. ݆݁ اڢଫଐب ؇గၵ၍ (Ep = mg h) اܳټگ؇ܳ٭۰ اႤၽܳ݁ٷ۰ ޗ؇ڢٺ۬ ོྥٷ؇ڢݧ •
๤ང؜ٺ۬. ل؇دة ز ૭૖ྟص (Ec = 1

2mv2) اࠍ੆ݠ܋٭۰ ޗ؇ڢٺ۬ ߙ߳داد •
اܳފگިط. ݁ڎة ޗިال ؇ًਐಸ؇ٔ لޙܭ Ec +Ep ᆇ୞୘ިع ܳـܝ݆ •

5 ڲ୹୴ؼ܊ոت

ո٢ڲ١ ڲ୹୴ؼ܊ոت 2 .12 .7
ڢިى ᄭᄥ৵৩ৠا আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިى ᆇᅹ٭ؕ ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ ڣگޔ ਍ಱޚٴݑ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ۋڰޓ ݁ٴڎأ •

ො੼؇ڣޙ۰.
اၯၽܳ٭۰ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ؇ዛውޗ؇ڢ ڣ؆ن ො੼؇ڣޙ۰، ܳگިى ڣگޔ وෛູݯؕ ؇ً ൑ശਃ಻Ⴄၽ݁٭ ᄭᄟ݁أݞو ᄭᄥ৵৩ৠا ೑಻Ⴄ၍ إذا •

ො੼ڰިޖ۰.
౫౜దިل ًܭ اৎ৊٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰، اܳޚ؇ڢ۰ ොڰޓ ُູ ৖৑ ا৖৑ۋٺႤၽك)، ڢިى (݁ټܭ ො੼؇ڣޙ۰ ଫଃ༚ ڢިى وۏިد ሒᇭ •

ل۰). اࠍ੆ݠار (Ⴄ၍ܳޚ؇ڢ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ݆݁ أරඝى أނႤၽل ሌᇿإ ؇ዛዊ݁ ඹජء
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8 ոּب
١ؓոواڤ܋ اڤ֔ڵڞ اݾոশڲۥ: اڤءۢڞ ਗ৻رո଄૵

ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 1 .0 .8
ً؇ܳأఈఃڢ۰: ݁أޚ؇ة Ox y اৎ৊ފٺިى ሒᇭ F⃗ ڢިة ّޝߜߵ

F⃗ = y i⃗ +2x y j⃗

ا྘ོଫଐܳص. আॻ༟ O y و Ox દઊۜިرగጻዧ ا༡ިܳڎة ݁ٺ۳۠؇ (⃗i , j⃗ ) ۋ٭ت
اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊ފ؇رات আॻ༟ P (1,2) اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ O(0,0) ا৙৑ݬܭ َگޚ۰ ݆݁ ྾ཏ੊اࠍ ౫౜దݠك

.OP اৎ৊ފٺگࡗࡲ اৎ৊ފ؇ر .1

.((1,0) اܳٷگޚ۰ ሒሃ A أن (اڣଫଐض Ox ا௱௯௫ިر আॻ༟ َگޚ۰ A ۋ٭ت ،O AP ๤ཏٺܝৎ৊ا اৎ৊ފ؇ر .2
.y = 2x2 ሐᇭႤၽৎ৊ا اܳگޚؕ আॻ༟ اৎ৊ފ؇ر .3

اिऻ܋ݫݻب:
اܳټఈఃث. اࠍ৖৑؇੆ت ݆݁ ᄭᄟ؇༡ ႟၍ ሒᇭ F⃗ اܳگިة ᄩᄟڍਊಾ اᄳᄟي اܳأ݄ܭ اۋފص

:ᆃᄴոاڤ׭ اݾ঻ۏء
ڢިى: ࠍ੆گܭ m ؇ዛውܹ঺঒ ۏފ٭۰݄ ෛູݯؕ

F⃗ = (−4x + y) i⃗ + (x − z) j⃗ ا৙৑ݬܹ٭۰) اܳأٴ؇رة ਵਦاۏأ۰ (෠ຬص
ො੼؇ڣޙ۰). ڢިة F⃗ أن (أي Ep Ⴄ၍݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ݆݁ ݁ލٺگ۰ F⃗ أن ඔ൹ً

135
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2 દઊاࡺ࢘ࢦݠ ႟ၽނ :1 .8 ႟ၽނ

ਗ৻ا߫ࠉࠗۑ 2 .0 .8
আॻ༟ C اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ اܳިݬިل ݆݁ m ᄭᄥ঺঒ റണ೺ܝ݆ ปฆۋ اఈዳዧزم ا๤དྷܳط أو༥ڎ اܳޚ؇ڢ۰، ۋڰޓ ݁ٴڎأ ً؇ݿٺ༱ڎام
દઊاࡺ࢘ࢦݠ ႟ၽނ )႟ၽاܳލ اَޙݠ ا৖৑ۋٺႤၽك). (إᆇᆅ؇ل ۰ਃಮڎاਐಸا ۰༟๤ང ࢻࣖون A اܳٷگޚ۰ ݆݁ إޗఈఃڢ۳؇ ًأڎ ا৙৑ڢܭ

.(2 رڢܾ
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1 ਗ৻ۑ଄૵ ຒڞ 3 .0 .8
اୡୠଡ଼׫ڪء١: اݾոষूेت ᆃᅞ F⃗ اڤؠܙة ႚ႐׾ॻయ اႤ႐ي اڤ֔ڵڞ إո൑ฝد .1

اৎ৊أޚ٭؇ت:
F⃗ = y i⃗ +2x y j⃗

ل۰: ๤ཡاܳأٷ ۰༡زا৕৑وا
dl⃗ = d x i⃗ +d y j⃗

:OP اिऻۻ׫ؠ߈ߣ اिऻۻոر ࣷ࣬ຐ .1
:ሒሃ P (1,2) و O(0,0) ඔ൹ܳٷگޚٺ؇ً اৎ৊؇ر اৎ৊ފٺگࡗࡲ ᄭᄟ݁أ؇د

y = 2x ⇒ d y = 2d x

اܳأ݄ܭ:
WOP =

∫
F⃗ ·dl⃗ =

∫
Fx d x +

∫
Fy d y

WOP =
∫

y d x +
∫

2x y d y =
∫1

0
2x d x +

∫1

0
2x · (2x) ·2d x

WOP =
∫1

0
(2x +8x2)d x =

[
x2 + 8

3
x3

]1

0
= 1+ 8

3
= 11

3
J

:(A(1,0) (ؼמ֛ O AP ෕ເ׫ڎिऻا اिऻۻոر ࣷ࣬ຐ .2
:AP و O A ඔ൹اܳگޚأٺ ᆇᅦܭ ᆇ୞୘ިع ި۱ ঌ႓ၽܳا اܳأ݄ܭ

WO AP =WO A +WAP

:d y = 0 ,y = 0 :O A اܳگޚأ۰ আॻ༟

WO A =
∫1

0
y d x =

∫1

0
0d x = 0

:d x = 0 ,x = 1 :AP اܳگޚأ۰ আॻ༟

WAP =
∫2

0
2x y d y =

∫2

0
2 ·1 · y d y = [

y2]2
0 = 4 J

إذن:
WO AP = 0+4 = 4 J
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:y = 2x2 ᆁᅞပ࿮िऻا ֆاڤؠ܋ اिऻۻոر ࣷ࣬ຐ .3
:d y = 4x d x ۱ٷ؇

WOP =
∫1

0
y d x +

∫1

0
2x y d y =

∫1

0
2x2 d x +

∫1

0
2x(2x2)(4x)d x

WOP =
∫1

0
(2x2+16x4)d x =

[
2

3
x3 + 16

5
x5

]1

0
= 2

3
+16

5
= 10

15
+48

15
= 58

15
≈ 3.87 J

݆݁ ݁ލٺگ۰ (྘ܳފب ො੼؇ڣޙ۰ ଫଃ༚ F⃗ اܳگިة أن আॻ༟ ࢴࣖل و۱ڍا ෛ੼ٺܹڰ۰، ۰ٔఈఃاܳټ اᆇᅦ৙৑؇ل أن ఈఃَۋޓ
ᆇᅒިن).

ပ྾ڲר١: ١ؓո܈ ڲڷ ڲ۾׫ؠ١ ڲ֔܋ոة ؓܙة أن ڲڷ اڤ׫ٍؠۂ .2
اৎ৊أޚ؇ة:

F⃗ = (−4x + y) i⃗ + (x − z) j⃗

:F⃗ دوران ොຶފص

∇⃗× F⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
−4x + y x − z 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i⃗

(
∂0

∂y
− ∂(x − z)

∂z

)
− j⃗

(
∂0

∂x
− ∂(−4x + y)

∂z

)
+ k⃗

(
∂(x − z)

∂x
− ∂(−4x + y)

∂y

)
= i⃗ (0− (−1))− j⃗ (0−0)+ k⃗(1−1) = i⃗ 6= 0⃗

ᆇᅒިن). ݆݁ ݁ލٺگ۰ (྘ܳފب ො੼؇ڣޙ۰ ڢިة ྘ܳފب F⃗ ڣ؆ن ݬڰݠاً، ྘ܳݴ اᄴᄟوران أن ؇ஓ୾
2 ਗ৻ۑ଄૵ ຒڞ 4 .0 .8

:C اڤרؠ܋١ ᅽᅰإ ڤݫݻ۝ܙل اڤ෕ໃط
.NC ≥ 0 اܳڰأܭ رد ਊಱࠔࠥ أن ෠ຬص دا߉ߵي) اܳٷݱژ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟أ) C اܳٷگޚ۰ ሌᇿإ m ᄭᄥ൞ശܳا ّݱܭ ௧ௌܳـ

داܺݦي: اڤרۢ؉ اिऻۻոر ࣷ࣬ຐ ֿؠ܋١ أي ᆃᅞ N اڤء֔ڞ رد إո൑ฝد
اܳأ݄ިدي: ا෠ູ৖৑؇ه আॻ༟ ل۹ ይዧٺۜݠ ๴ང؇ݿ৙৑ا اৎ৊ٴڎأ ਐಸޚٴ٭ݑ

P cosθ+N = m
V 2

R

⇒ N = mg cosθ+ mV 2

R



139 واܳޚ؇ڢ۰ اܳأ݄ܭ اࠍ੅؇݁ݴ: اܳڰݱܭ દઊر؇ஓ஄ .8 ً؇ب

اिऻמॴబပ࿮ڎמ١: ١ؓոاڤ܋ ؼء܄ ۰ոּ׫ຢ׿ام
:(θ ل۰ (اෑෂاو M واܳٷگޚ۰ (h (ا৖৑رّڰ؇ع A اܳٷگޚ۰ ඔ൹ً

EM (A) = EM (M)

1

2
mV 2

A +mg h = 1

2
mV 2

M +mg R(1−cosθ)

:VA = 0 أن ؇ஓ୾
1

2
mV 2

M = mg [h −R(1−cosθ)]

⇒V 2
M = 2g [h −R(1−cosθ)]

اڤء֔ڞ: رد ֍ץոرة

N = mg cosθ+ m

R
·2g [h −R(1−cosθ)]

= mg

[
cosθ+ 2

R
(h −R)+2cosθ

]
= mg

[
3cosθ+ 2

R
(h −R)

]
:(θ =π) C اڤרؠ܋١ ֍ר׿ اڤ෕ໃط

NC = mg

[
3(−1)+ 2

R
(h −R)

]
= mg

[
−3+ 2

R
(h −R)

]
≥ 0

⇒ 2

R
(h −R) ≥ 3

⇒ h −R ≥ 3R

2

⇒ h ≥ 5

2
R
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