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Corrigé type du travail a domicile (4 points)

Pour étudier la variation de la température T(r,t) d’une sphére de rayon R qui échange de la
chaleur par convection avec le milieu extérieur a la température T, sachant que sa température
initiale est une certaine fonction f (r) Par raisons de symétrie, la température ne dépendra que

de la distance radiale. Dans ce cas, I’équation de Fourier s’écrit
%{’t) =a AT(r,t)

Sujette aux conditions aux limites

T(r,0)=f(r)
aT(R,1)
or

-y =h(T(R,1)-T,)

Comme T, est constante, cherchons la solution de 1’équation de Fourier, en utilisant la méthode

de séparation des variables, sous la forme
T(r,t)-T, = AV(r)e ™"
nous pourrons écrire alors

aT(r,t)-T,)
ot

et en y substituant 1’expression de T(r,t)—T,, nous trouvons

=aAT(rt)-T,)

-0t

—a(AV (art)e ) —aA(Av(re™t) | o02s

soit
-0t

AV (r)a(eat >: a Ae™”'AV(r)
ou encore

~oAV(re™' =a Ae™”'AV(r) 0.25
d’ou I’équation différentielle

AV(r)+§V(r): 0
2

Comme la partie radiale du Laplacien s’écrit sous la forme A = ar? + T nous obtenons

2
d Vz(r)_'_ng(r)_’_QV(r):O
dr r dr a

0.25
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Si nous utilisons la fonction U (r) = rV(r), I’équation précédente devient

) gd(ufr)kg[um

“Ul-p '
dr? +r dr a r] 025
avec
d(u(r)j rdU(r)_U(r)
r ) dr _1ldu r)_U(r) o
dr r2 r dr r2
et
u(r) du(r)
d? =/ 2 _
( ‘ )_i(ldu(r)_u(r)]_ 1au() 1) " g 2Y0)
dr? drir dr r? r’ dr r dr? r
dz(U r)j
r d (1 du(r) u(r)j 1 du(r) 1d°U(r) 1 du(r) 2u(r)
— 1= - = += - +
dr? drir dr r? r2 dr rdr? re dr r?

r dr r?

ar = a 3 0.25

d(ufr)j d(;du(r) U(r)]zldzu(r)

en substituant ces dérivées, nous obtenons

Edzu(r)_idu(r)+2U(r)+g(l du(r) wj+w[u r)j:0

rodr? r’ dr ré r

r dr r? al r
soit
2
1d°U(r) 2. du(r) 2u(r) 2 du r)_2U(r)+Q(U r)j:O .
r dr? r’ d r? r2 dr r? alr
d’ou
d’U(r) o
drz( )+EU(I’)=O
ou encore
2
ddUZ(r)+aZU(r)=0 0.25
r

avec a? =2 Lasolution de cette équation différentielle est
a

U(r)=Cycosar+C,sinar
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d’ot nous obtenons pour la fonction V(r) sous la forme

cosa r sinar
+C,
r r

Remarquons que pour r =0, la fonction V(r) sera indéterminée, pour cela nous devrons
prendre C; =0,d’ou | 0.25

par conséquent, la température T(r)—T, s’écrit

sina r oot

T(r,t)-T, =A .

L’application de la condition aux limites

AT(R1)-T,)

~2 =h(T(R,t)-T,
D) e (me)-7,)
avec
a(Asmoz re“tj a(smoc rj _
a(T (f't)—Tw) r ot r ot arcosar —sinar
= =Ae" ————==Ae ; 0.25
or or or r

nous conduit a

aRcosaR —sinaR 4 h sinaR
e =——A
R? A R

—-ot

A

0.50

aRcosaR —sinaR = —% Rsina R

aRcosaR —sinaR __DRsina R
sina R A sina R

aRcotgoR -1= —% R

soit

aRcotgaR :l—% R 0.25
Les valeurs possibles du coefficient «, sont donc solutions de 1’équation
h
a,Rcotge,R ZI_ZR

par conséquent la température T(r)—TOO peut étre représentée par la série
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= 2. sina..r
T(rt)-T, = Taent 27 70
(n0)-T. =2 Ae :

A partir de la condition initiale, nous avons
N=o00
rf(r)=> A sina,r
n=1

Comme les fonctions sin e, r sont orthogonales dans I’intervalle [0, R], le coefficient A, sont
déterminés a partir de la formule

R

R
Jrf (r)sina, rdrA, = Aﬂj'sin2 a,rdr | 050
0

0

d’ou

rf (r)sin e, rdr

O (0

>
I

0.25

R
Isinzanrdr
0



