
اݾষ׿ود જੴټ׭ :1�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ଫଃّأٴ ި۱ K ሒᇭ اৎ৊أ؇ఈః݁ت ذات اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ

P (X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a2X
2 + a1X + a0,

.a0, a1, . . . , an ∈ K و n ∈ N ۋ٭ت
.K[X ] ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦُߌߵ اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ᆇᅹ٭ؕ ۰༟ިᆇ୞୘

اࠍ੆ڎود. ଫଃ܋ټ ݁أ؇ఈః݁ت ް݄૭૜ ai •

.0 ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ اৎ৊ٷأڎم، اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ P ް݄૭૏ ݁ٷأڎ۰݁، ai اৎ৊أ؇ఈః݁ت ᆇᅹ٭ؕ ೑಻Ⴄ၍ إذا •

ଫଃ܋ټ ۰༥رᄴᄟ . P ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߖߵ ai؛ �= 0 ොຳ٭ت i ොේ٭ں ༟ڎد ଫଊأ܋ P ۰༥در ް݄૭૙ •
. (0) = −∞ ا৖৑ݬޚఈఃح ۋފص َݯؕ اৎ৊ٷأڎم اࠍ੆ڎود

Ⴄ၍ن إذا .೑ಸ؇ٔ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ް݄૭૏ a0 ∈ K ۋ٭ت P = a0 ႟ၽاܳލ ݆݁ اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ •
.0 ሒሃ درۏٺ۬ ڣ؆ن ،a0 �= 0
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اݾষ׿ود ټ׭જੴات ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :1�.6 ڲ׭ոل

.3 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ި۱ X3 − 5X + 3
4
•

.n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ި۱ Xn + 1 •

.0 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ،೑ಸ؇ٔ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ި۱ 2 •

اिऻۻոواة :2�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

P = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0 ܳ٭ܝ݆
Q = bnX

n + bn−1X
n−1 + · · ·+ b1X + b0 و

.K ሒᇭ ؇݄ዛኤఈః݁؇݁أ ༡ڎود ܋ټଫଃي
ل؇ن. ݁ྥފ؇و Q و P أن وَگިل P = Q ⇐⇒ ∀i ai = bi

ֆ०ग़॑ا :3�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

P = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0 ܳ٭ܝ݆
.Q = bnX

n + bn−1X
n−1 + · · ·+ b1X + b0 و

َأݠف:

P +Q = (an + bn)Xn + (an−1+ bn−1)X
n−1+ · · ·+ (a1+ b1)X+ (a0+ b0)

اڤ෕໐ب :4�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

P = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0 ܳ٭ܝ݆
.Q = bmX

m + bm−1X
m−1 + · · ·+ b1X + b0 و

َأݠف:
P ×Q = crX

r + cr−1X
r−1 + · · ·+ c1X + c0

.k ∈ {0, . . . , r} أ༥ܭ ݆݁ ck = i+j=k aibj و r = n+m ۋ٭ت
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ஈஃ۰ܧ اڤ෕໐ب :5�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

.λai ި۱ i ᄩᄥ݁؇݁أ اᄳᄟي اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ި۱ λ · P ڣ؆ن λ ∈ K Ⴄ၍ن إذا

واڤ෕໐ب ֆ०ग़॑ا ֲۘոۢػ :1�.6 ڲ٢જ੻ר١

لܝިن: P,Q,R ∈ K[X ] ܳـ

(P +Q) +R = P + (Q+ R) ،P +Q = Q+ P ،0 + P = P •

(P ×Q)×R = P × (Q×R) ،P ×Q = Q× P ،1 · P = P •

P × (Q+ R) = P ×Q+ P ×R •

١ຖرႥ႐ا ֲۘոۢػ :2�.6 ڲ٢જ੻ר١

.K ሒᇭ ؇݄ዛኤఈః݁؇݁أ ༡ڎود ܋ټଫଃي Q و P ܳ٭ܝ݆

(P ×Q) = P + Q •

(P +Q) ≤ ( P, Q) •

P +Q ∈ ڣ؆ن P,Q ∈ Rn[X] Ⴄ၍ن إذا .Rn[X ] = {P ∈ R[X ] | P ≤ n} ਲ਼ਦߖߵ
.Rn[X ]

إոۛؔמ١ ڲۢ܋ڪոຣت :6�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ް݄૭૜ (akXk ႟ၽاܳލ ݆݁) ݁ٷأڎم ଫଃ༚ وا༡ڎ ༡ڎ আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات •
اࠍ੆ڎ. أ༡؇دل۰

.an �= 0 ؕ݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ،P = anX
n +an−1X

n−1+ · · ·+ a1X+ a0 ܳ٭ܝ݆ •
.P ܳـ ๴ཏ྘ཬීෂا اৎ৊أ؇݁ܭ ް݄૭૏ an اৎ৊أ؇݁ܭ .๴ཏ྘ཬීෂا اࠍ੆ڎ anXn اࠍ੆ڎ أ༡؇دل۰ ް݄૭૙

. أ༡؇دي ༡ڎود ଫଃ܋ټ ި۱ P أن َگިل ،1 ި۱ ๴ཏ྘ཬීෂا اৎ৊أ؇݁ܭ Ⴄ၍ن إذا •
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K[x] ᆃᅞ واڤ෕໐ب ֆ०ग़॑ا :2�.6 ڲ׭ոل

اࠍ੆ڎود: ܋ټଫଃيَ ܳٷ؊༠ڍ

p(x) = 2 + 3x− x2, q(x) = 1− 4x+ 2x3.

ොຶފص: اݾষ׿ود ټ׭જੴيَ ֆჸც أوूेً:

p(x) + q(x) = (2 + 3x− x2) + (1− 4x+ 2x3).

اৎ৊ٺٷ؇ޖݠة: اᄴᄟر༥؇ت ذات اࠍ੆ڎود ؕᆇ໶ໟ

p(x) + q(x) = (2 + 1) + (3x− 4x) + (−x2) + 2x3,

:ቕ቉ و݆݁
p(x) + q(x) = 3 − x− x2 + 2x3.

ොຶފص: اݾষ׿ود ټ׭જੴيَ ෕໋ب :ًոॴబոׅ

p(x)q(x) = (2 + 3x− x2)(1− 4x + 2x3).

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
p(x)q(x) = −2x5 + 6x4 + 8x3 − 13x2 − 5x+ 2.

K[x] اݾষڪؠ١ ۝ոຑמ١ :1�.6 ١ֵ ֿ܊ۑ

ਊಾڎلܹ٭۰. ༡ܹگ۰ ႟ّၽ૰૜ K[x]

7�.6 ׂ֔ۑֵ؉

ොຳ٭ت Q ∈ K[X] ༡ڎود ଫଃ܋ټ و༥ُڎ إذا A ྾ཏلگ B إنّ َگިل .A,B ∈ K[X] ଫଊܳٷِأٺ

A = BQ.
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َܝٺص: ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭو
B | A.

݁ټܭ: اܳٴڎዛኗ٭۰ اࠍ੅ިاصّ ሌᇿإ ً وᎂݪ؇ڣ۰ .B আॻ༟ ይዧگފ۰݄ ڢ؇ًܭ A أنّ أو ،B ܳـ ݁ݯ؇؜ژ A إنّ ً ألݯ؇ َگިل

A | A, 1 | A, A | 0,

اܳٺ؇ܳ٭۰: ༇຀؇اܳٷٺ ጥ጑ஓ஁

3�.6 ڲ٢જ੻ר١

إذن: .A,B,C ∈ K[X] ଫଊܳٷِأٺ

ොຳ٭ت λ ∈ K∗ ݁ٷأڎم ଫଃ༚ ༟ڎد ل༥ިڎ ڣ؆َّ۬ ،B | Aو A | B Ⴄ၍ن إذا .1

A = λB.

.A | C ؜ٷڎࢱٍࣕ ڣ؆َّ۬ ،B | Cو A | B Ⴄ၍ن إذا .2

ڣ؆نّ ،C | Bو C | A Ⴄ၍ن إذا .3

C | (AU + BV ),

.U,V ∈ K[X ] ৙৑ي ዻዧوذ

2�.6 ١ֵ ֿ܊ۑ

ل༥ިڎ ؜ٷڎࢱٍࣕ .B �= 0 ۋ٭ت A,B ∈ K[X] ଫଊܳٷِأٺ اݾষ׿ود) ڤـڎ׭જੴات اूॆؓڪמ׿١ֵ (اڤؠۻڵ١
ොຳ٭ت R وۋ٭ڎ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ل༥ިڎ و Q وۋ٭ڎ ༡ڎود ଫଃ܋ټ

A = BQ+ R,

ا๤དྷܳط: ොູگݑ ؕ݁
(R) < (B).

.B আॻ༟ A ܳـ ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ۰ً؇൞ശܳا ۱ڍه ްّ݄૭ُ૜و اܳگފ۰݄، ሒᇬ؇ً R ްّ݄૭ُ૜و اܳگފ۰݄ ༡؇ݬܭ Q ްّ݄૭ُ૏
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ا๤དྷܳط أنّ ৖৑ۋޓ
(R) < (B)

أو R = 0 أنّ มฃلأ
0 ≤ (R) < (B).

:؇਍ಱᄴᄟ وأଫଃ༠اً،
R = 0 ⇐⇒ B | A.

3�.6 ڲ׭ոل

ܳٷ؊༠ڍ:

A = 2X4 −X3 − 2X2 + 3X − 1, B = X2 −X + 1.

ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰: ً؇ܳگފ۰݄ ෠ຶڎ

Q = 2X2 +X − 3, R = −X + 2.

واܳٺۜگّݑ:
A = BQ+ R.

:ঌॻل პაႰ لܝިن اܳأ݄ިدل۰ اܳگފ۰݄ وஓ஄ټ٭ܭ

2X4 −X3 − 2X2 + 3X − 1
X2 −X + 1
2X2 +X − 3

− (2X4 − 2X3 + 2X2)
X3 − 4X2 + 3X − 1

− (X3 −X2 +X)
−3X2 + 2X − 1

− (−3X2 + 3X − 3)
−X + 2

4�.6 ڲ׭ոل

اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ଫଊَأٺ
A = X4 − 3X3 +X + 1,

اࠍ੆ڎود ଫଃو܋ټ
B = X2 + 2.
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أن: ڣٷ༶ڎ ،B আॻ༟ A ܳـ ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ රජ؆࿓اء َگިم

Q = X2 − 3X − 2 اܳگފ۰݄) ,(༡؇ݬܭ

R = 7X + 5 اܳگފ۰݄) ሒᇬ؇ً).
౫౜దگݑ: ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و

A = BQ+ R.

જ੻ټॊूا اिऻ۾જઁك ༯ີոاڤؠ :4�.6 ڲ٢જ੻ר١

أ༡؇دي وۋ٭ڎ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ل༥ިڎ .B �= 0 أو A �= 0 ۋ٭ت ،A,B ∈ K[X] ܳ٭ܝ݆
.B و A ݆݁ ً ఈ႙၍ ྾ཏلگ ۰༥در ଫଊأ܋ ذو (1 ૭૏؇وي ڢިة) আॻ༟أ (أ݁؇م ๴ཏ྘ཬීෂا (اৎ৊أ؇݁ܭ

જ੻ټॊूا اिऻ۾જઁك ༯ີոاڤؠ :8�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

. (A,B) ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ ،B و A ܳـ જ੻ټॊूا اिऻ۾જઁك ༯ີոاڤؠ ۱ڍا اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ް݄૭ُ૏

જ੻ټॊूا اिऻ۾જઁك ༯ີոاڤؠ ؼܙل ڲ୹୴ؼ܊ոت :1�.6 ڲ୹୴ؼ܊١

أ༡؇دي ༡ڎود ଫଃ܋ټ (A,B) •

A ܳـ ๴ཏ྘ཬීෂا اৎ৊أ؇݁ܭ λ ۋ٭ت ، (A,B) = 1
λ
A ڣ؆ن ،A �= 0 و A | B Ⴄ၍ن إذا •

(λA,B) = (A,B) ،λ ∈ K∗ ႟ၽܳ •

(A,B) = ڣ؆ن A = BQ + R Ⴄ၍ن إذا :۰༲اܳݱۜ٭ ا༟৙৑ڎاد ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ პაႰ •
إڢܹ٭ڎس. ۊިارز݁٭۰ لଫଊُر و۱ڍا . (B,R)

94



إؓڪמ׿س ػܙارزڲמ١ :1�.6 ػܙارزڲמ١

اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰: ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ݄؇ت ොຶފص .B �= 0 ۋ٭ت ،ඔ൹ڎودل༡ B و A ܳ٭ܝ݆

A = BQ1 +R1 R1 < B

B = R1Q2 + R2 R2 < R1

R1 = R2Q3 + R3 R3 < R2

...
Rk−2 = Rk−1Qk + Rk Rk < Rk−1

Rk−1 = RkQk+1

྾ང؇اܳگ ይዧݱڰݠ. ً ل؇ ݁ފ؇و ሒᇬ؇اܳٴ لݱٴں ؜ٷڎ݁؇ اࠍ੅ިارز݁٭۰ َިڢژ ڢފ۰݄. ႟၍ ሒᇭ ོྥٷ؇ڢݧ ሒᇬ؇اܳٴ ۰༥در
اܳگ٭؇س). أ༡؇دي ᄩᄥۏأ (ًأڎ Rk ݁ٷأڎم ଫଃ༚ ሒᇬ؇ً රඝآ ި۱ ଫଊ܋৙৑ا اৎ৊ލଫଐك

જ੻ټॊूا اिऻ۾જઁك ༯ີոاڤؠ ؼۻոب :5�.6 ڲ׭ոل

إڢܹ٭ڎس: ۊިارز݁٭۰ َޚٴݑ .B = X3 − 1 و A = X4 − 1 ۋ٭ت (A,B) ܳٷۜފص

X4 − 1 = (X3 − 1)×X + (X − 1)

X3 − 1 = (X − 1)× (X2 +X + 1) + 0

إذن: ݁ٷأڎم، ଫଃ༚ ሒᇬ؇ً රඝآ ި۱ ଫଊ܋৙৑ا اৎ৊ލଫଐك ྾ང؇اܳگ

(X4 − 1,X3 − 1) = X − 1

ബഎآ જ੻أټ ڲ۾જઁك ༯ີոؓ ؼۻոب :6�.6 ڲ׭ոل

B = و A = X5 + X4 + 2X3 + X2 + X + 2 ۋ٭ت (A,B) ܳٷۜފص
:X4 + 2X3 +X2 − 4

X5 +X4 + 2X3 +X2 +X + 2 = (X4 + 2X3 +X2 − 4)× (X − 1) + 3X3 + 2X2 + 5X − 2

X4 + 2X3 +X2 − 4 = (3X3 + 2X2 + 5X − 2) × 1

9
(3X + 4) − 14

9
(X2 +X + 2)

3X3 + 2X2 + 5X − 2 = (X2 +X + 2)× (3X − 1) + 0
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إذن:
(A,B) = X2 +X + 2

ոቌሻ༉໧ ոؔמڵ أوڤמ١ ຒ׿ود ټ׭જੴات :9�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

. (A,B) = 1 Ⴄ၍ن إذا ؇ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ أوܳ٭؇ن B و A أن َگިل .A,B ∈ K[X ] ܳ٭ܝ݆
(A,B) = D Ⴄ၍ن إذا :؇ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ أوܳ٭۰ ༡ڎود ܋ټଫଃات ሌᇿإ ا଩ଐ༠৖৑ال ஓ୷ܝ݆ A,B ৙৑ي

لܝٺٴ؇ن: B و A ڣ؆ن
A = DA� , B = DB�

. (A�, B �) = 1 ۋ٭ت

ચੴּو ١ֵ ֿ܊ۑ :3�.6 ١ֵ ֿ܊ۑ

.D = (A,B) َݯؕ .B �= 0 أو A �= 0 ۋ٭ت ༡ڎود ܋ټଫଃا A,B ∈ K[X] ܳ٭ܝ݆
ොຳ٭ت: U,V ∈ K[X ] ༡ڎود ܋ټ٭؇ر ل༥ިڎ

AU +BV = D

ચੴּو ١ֵ ֿ܊ۑ ا༖۰ר׫ոج :2�.6 ڲ୹୴ؼ܊١

ሒᇭ ඔ൹ྥٴ཯ პაႰ اࠍ੅ܹژ" ሌᇿإ "اෂීۏިع ᆇᅦܹ٭۰ ݆݁ ً وොູڎࢴࣖا إڢܹ٭ڎس ۊިارز݁٭۰ ݆݁ ོྡྷٺھ ل۰ اܳٷޙݠ ۱ڍه
.ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ټ؇ل

ચੴּو ١ֵ ֿ܊ۑ ׂ܋ץמۂ :7�.6 ڲ׭ոل

Ⴄ၍ن ۱ٷ؇ إڢܹ٭ڎس، ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ ߖߵۏؕ . (X4 − 1,X3 − 1) = X − 1 ۋފྟٷ؇ ܳگڎ
ڣگޔ: وا༡ڎ ݿޚݠ ۱ٷ؇ك

X4 − 1 = (X3 − 1) ×X + (X − 1)

أن: ܳྡྷފྥٷٺھ
X − 1 = (X4 − 1)× 1 + (X3 − 1)× (−X)

ل۰. اܳٷޙݠ ොຬگگ؇ن V = −X و U = 1 إذن
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ڲ֔ؠ׿ ڲ׭ոل ࣷ࣬ຐ ચੴּو ١ֵ ֿ܊ۑ ׂ܋ץמۂ :8�.6 ڲ׭ոل

و༥ڎَ؇ B = X4 + 2X3 +X2 − 4 و A = X5 +X4 + 2X3 +X2 +X + 2 ܳـ
.D = (A,B) = X2 +X + 2

إڢܹ٭ڎس: ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ ଫଃ༠৙৑ا ڢٴܭ اܳފޚݠ ݆݁ ਊ಻ڎأ

B = (3X3 + 2X2 + 5X − 2)× 1

9
(3X + 4)− 14

9
D

إذن:
−14

9
D = B − (3X3 + 2X2 + 5X − 2)× 1

9
(3X + 4)

Ⴄ၍ن: اࠍ੅ިارز݁٭۰ ሒᇭ اܳފ؇ًݑ اܳފޚݠ

A = B × (X − 1) + 3X3 + 2X2 + 5X − 2

:আॻ༟ ܳٷۜݱܭ ሒᇬ؇اܳٴ َأިض

−14

9
D = B − [A− B × (X − 1)]× 1

9
(3X + 4)

أن: ૭૙ྥٷٺھ

−14

9
D = −A× 1

9
(3X + 4) + B 1 + (X − 1) × 1

9
(3X + 4)

V = − 1
14

[9 + (X − 1)(3X + 4)] = − 1
14

(3X2+ Uو = 1
14

(3X+4) ًިݪؕ إذن
.AU + BV = D আॻ༟ ොຶݱܭ X + 5)

اݾষ׿ود ټ׭જੴات أوڤמ١ ڲ֔מոر :1�.6 ١ວמ༖໪

و U ༡ڎود ܋ټଫଃا و༥ڎ إذا وڣگޔ إذا ؇ዛዊ྘ྲྀ ڣ٭݄؇ أوܳ٭؇ن B و A ༡ڎود. ܋ټଫଃا B و A ܳ٭ܝ݆
ොຳ٭ت: V

AU + BV = 1
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اिऻ۾જઁك ༯ີոاڤؠ ۝ոຑמ١ :2�.6 ١ວמ༖໪

ڣ؆ن C | B و C | A Ⴄ၍ن إذا .B �= 0 أو A �= 0 ۋ٭ت A,B,C ∈ K[X] ܳ٭ܝ݆
.C | (A,B)

ո຋وس ׂܙ܈כ١ :3�.6 ١ວמ༖໪

.A | C ڣ؆ن (A,B) = 1 و A | BC Ⴄ၍ن إذا .A,B,C ∈ K[X ] ܳ٭ܝ݆

اݾষ׿ود જੴټ׭ ႞႐دا :10�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

๤ཡ؜ٷ أ༥ܭ ݆݁ .P = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 ∈ K[X] ܳ٭ܝ݆
܋ټଫଃة ᄭᄟدا P اࠍ੆ڎود ଫଃًܝټ ߖߵًޔ ዛኞڍا .P (x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 ਲ਼ਦߖߵ ،x ∈ K
:(P ًـ ً ألݯ؇ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ) اࠍ੆ڎود

P : K→ K, x �→ P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0.

اݾষ׿ود જੴټ׭ ຖ׾ر :11�.6 ׂ֔ۑֵ؉

.P (α) = 0 Ⴄ၍ن إذا P ܳـ ݬڰݠ) (أو ༥ڍر ި۱ α أن َگިل .α ∈ K و P ∈ K[X ] ܳ٭ܝ݆

ոּڤؠۻڵ١ اݾ঻׾ر ١ؓ୹୴ຐ :5�.6 ڲ٢જ੻ר١

P ྾ཏلگ P (α) = 0 ⇐⇒ X − α

١ؓ୹୴֔اڤ ݄ݦո٢ن :1�.6 ݄ݦո٢ن

ۋ٭ت P = Q · (X − α) + R আॻ༟ ොຶݱܭ X − α আॻ༟ P ܳـ ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ۰ً؇঺঒ ؜ٷڎ
إذن: . R < (X − α) = 1 ৙৑ن ೑ಸ؇ٔ R

P (α) = 0 ⇐⇒ R(α) = 0 ⇐⇒ R = 0 ⇐⇒ X − α | P
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اݾ঻׾ر ؉֍ոׂ۠ :12�.6 ؉ֵ ׂ֔ۑ

྾ཏلگ (X − α)k Ⴄ၍ن إذا P ܳـ k ۰ਊಾීෂا ݆݁ ݁ݯ؇؜ژ ༥ڍر ި۱ α أن َگިل .k ∈ N∗ ܳ٭ܝ݆
k = 2 و؜ٷڎ݁؇ ૭૖٭ޔ، ༥ڍر ؜݆ ౫౜రڎث k = 1 ؜ٷڎ݁؇ .P ྾ཏلگ ৖৑ (X − α)k+1 ྘ྲྀٷ݄؇ P

وᄔჼ۱ا. ਲ਼ਦدوج، ༥ڍر ؜݆ ౫౜రڎث

اݾ঻׾ر ׂ֔׿د ပ࿮ׂؔ܎ات :6�.6 ڲ٢જ੻ר١

:ඔ൹ً Ⴄၽّڣޝ ۱ٷ؇ك

P ܳـ k ۰ਊಾීෂا ݆݁ ༥ڍر ި۱ α (i)

Q(α) �= 0 ؕ݁ ،P = (X − α)kQ ොຳ٭ت Q ∈ K[X ] ل༥ިڎ (ii)

P (k)(α) �= 0 و P (α) = P �(α) = · · · = P (k−1)(α) = 0 (iii)

اݾষ׿ود જੴټ׭ ڲ۾׫ۂ :3�.6 ڲ୹୴ؼ܊١

ڣ؆ن P (X) = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ K[X ] Ⴄ၍ن إذا ،ᄭᄟاᄴᄟا ݁ލٺݑ আॻ༟ ً ڢ٭؇ݿ؇

اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ
P �(X) = a1 + 2a2X + · · ·+ nanX

n−1

.P اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ݁ލٺݑ ި۱

داिऻץո຋-જੴوس ١ֵ ֿ܊ۑ :4�.6 ١ֵ ֿ܊ۑ

ً؇ܳݯٴޔ ᄩᄟو .C ሒᇭ وا༡ڎ ༥ڍر ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ᄩᄟ n ≥ 1 ودرۏٺ۬ ਵਦ܋ٴ۰ ّ۬ఈః݁؇݁أ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ႟၍
ّأڎده. ؕ݁ ༥ڍر ႟၍ أۋݱ྘ٷ؇ إذا ً ༥ڍرا n

ߓߵ۱؇ن. ࢻࣖون ل۰ اܳٷޙݠ ۱ڍه َگٴܭ

١ॴబոاڤ׭ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ ຒ׿ود જੴټ׭ ࣷ࣬ຐ ڲ׭ոل :9�.6 ڲ׭ոل

a, b, c ∈ R ۋگ٭گ٭۰: ّ۬ఈః݁؇݁أ 2 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ P (X) = aX2+bX+c ܳ٭ܝ݆
.a �= 0 و

و −b+
√
∆

2a
દઊ଩ଃ݄݁ٺ ඔ൹ۋگ٭گ٭ દઊڍر༥ لگٴܭ P ڣ؆ن ∆ = b2 − 4ac > 0 Ⴄ၍ن إذا •
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.−b−
√
∆

2a

.−b−i
√
|∆|

2a
و −b+i

√
|∆|

2a
દઊ଩ଃ݄݁ٺ ඔ൹܋ٴਵਦ દઊڍر༥ لگٴܭ P ڣ؆ن ∆ < 0 Ⴄ၍ن إذا •

.−b
2a
ً ؇༥دوਲ਼ਦ ً ۋگ٭گ٭؇ ً ༥ڍرا لگٴܭ P ڣ؆ن ∆ = 0 Ⴄ၍ن إذا •

.દઊڍر༥ ً؇ܳݯٴޔ ً ؇ஓ୴دا ؇਍ಱᄴᄟ اࠍ੊ڍور، ܳٺأڎد ا৖৑؜ٺٴ؇ر ً؊༠ڍ

اݾষ׿ود જੴټ׭ ຖ׾ور ຐ׿د :5�.6 ١ֵ ֿ܊ۑ

.K ሒᇭ ً ༥ڍرا n ଫ଒܋৙৑ا আॻ༟ لگٴܭ P ڣ؆ن .n ≥ 1 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ P ∈ K[X ] ܳ٭ܝ݆

اո֔िऻڲ୹୴ت ո൑৭ل જੴׅջׂ :10�.6 ڲ׭ոل

P ڣ؆ن ،R أو Q ሒᇭ ّ۬ఈః݁؇݁أ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ً؇؜ٺٴ؇ره .P (X) = 3X3 − 2X2 + 6X − 4

:ሌᇿإ ጵ጑౫౜దو α = 2
3
(૭૖٭ޔ) وۋ٭ڎ ༥ڍر ᄩᄟ

P (X) = 3 X − 2

3
(X2 + 2)

ڣ؆ن: C ሒᇭ ّ۬ఈః݁؇݁أ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ا৚৑ن P ؇َଫଊا؜ٺ إذا

P (X) = 3 X − 2

3
(X − i

√
2)(X + i

√
2)

૭૖٭ޚ۰. ༥ڍور 3 لگٴܭ و

ચઁຑ୹ቤቘال ႞႖ּոاڤؠ જੴ຋ اݾষ׿ود ټ׭જੴات :13�.6 ׂ֔ۑֵ؉

Ⴄ၍ن إذا ଩ଐ༠ఈዳዧال ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ P أن َگިل ،n ≥ 1 ۰༥در ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ P ∈ K[X] ܳ٭ܝ݆
.Q = λP ොຳ٭ت λ ∈ K∗ ل༥ިڎ أو ،Q ∈ K∗ إ݁؇ ،P ྾ཏلگ Q ∈ K[X] ႟ၽܳ
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ચઁຑ୹ቤቘال ႞႖ּոاڤؠ જੴ຋ اݾষ׿ود ټ׭જੴات ؼܙل ڲ୹୴ؼ܊ոت :4�.6 ڲ୹୴ؼ܊١

ሒሃ اܳިۋ٭ڎة ۬ᆙᆊڢިا ೑ಸ؇ٔ ଫଃ༚ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ً إذا ި۱ P ଩ଐ༠ఈዳዧال اܳگ؇ًܭ ଫଃ༚ اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ •
݁ݯ؇؜ژ). ೑ಸ؇ٔ within ሌᇿإ) َڰފ۬ P أو ೑ಸاܳټިا

ሒᇿو৙৑ا اܳأڎد ݁ڰ۳ިم لگ؇ًܭ K[X] ۋފ؇ਃಸ؇ت ሒᇭ ଩ଐ༠ఈዳዧال اܳگ؇ًܭ ଫଃ༚ اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ݁ڰ۳ިم •
.Z ۋފ؇ਃಸ؇ت ሒᇭ

݆݁ A,B ༡ڎود ܋ټଫଃا ۋ٭ྡྷ٪ڍ ل༥ިڎ ଩ଐ༠ఈዳዧال؛ ڢ؇ًܭ P أن َگިل اৎ৊أ؇܋ފ۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ •
. B ≥ 1 و A ≥ 1 ؕ݁ ،P = AB ොຳ٭ت K[X ]

ચઁຑ୹ቤቘال ႞႖ּոاڤؠ જੴ຋و ႞႖ּոاڤؠ اݾষ׿ود ټ׭જੴات ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :11�.6 ڲ׭ոل

݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ۱ٷ؇ك ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ଩ଐ༠ఈዳዧال. ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ 1 ۰༥رᄴᄟا ݆݁ اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ᆇᅹ٭ؕ •
଩ଐ༠ఈዳዧال. ᄭᄥً؇اܳگ ଫଃ༚ اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات

଩ଐ༠ఈዳዧال. ڢ؇ًܭ X2 − 1 = (X − 1)(X + 1) ∈ R[X ] •

଩ଐ༠ఈዳዧال ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ وܳـܝٷ۬ C[X] ሒᇭ ଩ଐ༠ఈዳዧال ڢ؇ًܭ X2 + 1 = (X − i)(X + i) •
.R[X] ሒᇭ

ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ وܳـܝٷ۬ R[X ] ሒᇭ ଩ଐ༠ఈዳዧال ڢ؇ًܭ X2 − 2 = (X −
√

2)(X +
√

2) •
.Q[X] ሒᇭ ଩ଐ༠ఈዳዧال

اݾষ׿ود ڤـڎ׭જੴات إؓڪמ׿س ׂܙ܈כ١ :7�.6 ڲ٢જ੻ר١

Ⴄ၍ن إذا .A,B ∈ K[X] وܳ٭ܝ݆ ଩ଐ༠ఈዳዧال ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ ༡ڎود ଫଃ܋ټ P ∈ K[X] ܳ٭ܝ݆
.P | B أو P | A ڣ؆ن P | AB

إؓڪמ׿س ׂܙ܈כ١ ݄ݦո٢ن :2�.6 ݄ݦո٢ن

ًިاݿޚ۰ إذن، ଩ଐ༠ఈዳዧال. ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ P ৙৑ن (P,A) = 1 ڣ؆ن A ྾ཏلگ ৖৑ P Ⴄ၍ن إذا
.B ྾ཏلگ P ༚؇وس، ّިޗ۰٪
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