
֍ؠ׿ي ຐ׿د :1�.5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ۋ٭ت: z = a+ ib ႟ၽاܳލ আॻ༟ ༟ڎد ި۱ اڤ֔ؠ׿ي اڤ֔׿د

a, b ∈ R •

i2 = −1 وොູگݑ اܳٺۛ٭ܹ٭۰ ا༡ިܳڎة ሒሃ i •

�(z) ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ ۋگ٭ࠔࠫ ඹජء a •

(z) ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ ঌॻ٭ෛູ ඹජء b •

.C ًـ ਲ਼ਦߙߵ اܳأگڎل۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘

اڤ֔ؠ׿ي اिऻۻ׫ܙى :2�.5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ۋ٭ت: ،ሒᇉڎا༡৕৑ا اৎ৊ފٺިى ሒᇭ M(a, b) ܋ٷگޚ۰ z = a+ bi اܳأگڎي اܳأڎد ஓ஄ټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆

اࠍ੆گ٭گ٭۰ اඹජ৙৑اء ஓ୷ټܭ ا৙৑ڣࠔࠫ ا௱௯௫ިر •
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اܳٺۛ٭ܹ٭۰ اඹජ৙৑اء ஓ୷ټܭ اܳأ݄ިدي ا௱௯௫ިر •

֍ؠ׿ي ຐ׿د দগاؔۂ :3�.5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

z = a− bi اܳأڎد ި۱ z = a+ bi اܳأگڎي اܳأڎد ਵਦاڣݑ

֍ؠ׿ي ຐ׿د ႞႐وո܈ :4�.5 ׂ֔ۑֵ؉

اৎ৊ިۏص: اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اܳأڎد ሒሃ z = a+ bi اܳأگڎي اܳأڎد ᄭᄟޗ؇و

|z| =
√
a2 + b2

ا৙৑ݬܭ. ሌᇿإ M(a, b) اܳٷگޚ۰ ݆݁ اৎ৊ފ؇ڣ۰ وஓ஄ټܭ

֍ؠ׿ي ຐ׿د ჸთ׿ة :5�.5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اࠍ੆گ٭ࠔࠫ. وا௱௯௫ިر −−→OM ۬༶ٺৎ৊ا ඔ൹ً ا௱௯௫ݱިرة θ ل۰ اෑෂاو ሒሃ z = a+ bi اܳأگڎي اܳأڎد ᆇᅦڎة
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ඒ൹׭ڪिऻا တ࿮اڤ۾ :1�.5 ١ֵ ֿ܊ۑ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ z = a+ bi ؜گڎي ༟ڎد ႟၍

z = r( θ + i θ)

ۋ٭ت:

ᄭᄟاܳޚ؇و ި۱ r = |z| •

اܳأ݄ڎة ި۱ θ = (z) •

ඒ൹ڲ׭ڪ တ࿮۳ ᅽᅰإ ֵڞ ส്ܙ :1�.5 ڲ׭ոل

:۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ z = 1 + i اܳأڎد

z =
√

2
π

4
+ i

π

4

ֵڪۑ أو ۝מ֏١ :2�.5 ١ֵ ֿ܊ۑ

eiθ = θ + i θ

ֵڪۑ أو ۝מ֏١ ݄ݦո٢ن :1�.5 ݄ݦո٢ن

واৎ৊ټܹټ٭۰. ا৙৑ݿ٭۰ ᄴፁዧوال ّ؇لߺࠊر ᄭᄥ݁ྥފܹފ ૭૙ٺ༱ڎم ،eiθ = θ + i θ لܹݠ أو ݬ٭؞۰ ਊು৕৑؇ت

ا۰ॊूמ١: ႞႐اႥኲቘ ոֵׂݫݻر ႞႖ۻڪۻ༖ڲ .1

ex =
∞

n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · ·
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:x = iθ ոּڤ׫֔ܙֵۖ .2

eiθ =
∞

n=0

(iθ)n

n!
= 1 + iθ +

(iθ)2

2!
+

(iθ)3

3!
+

(iθ)4

4!
+ · · ·

إݾྖ: ,i4 = 1 ,i3 = −i ,i2 = −1 ۰ոּ׫ຢ׿ام .3

eiθ = 1 + iθ − θ
2

2!
− iθ

3

3!
+
θ4

4!
+ i
θ5

5!
− · · ·

واڤ׫ٌמڪמ١: اݾষؠמؠמ١ اപഓॊूاء ֆמჸ๧๓ .4

eiθ = 1− θ
2

2!
+
θ4

4!
− · · · + i θ − θ

3

3!
+
θ5

5!
− · · ·

واݾ঻מ֦: ا߫ࠉոࠗم ݾ঻מ֦ ոֵׂݫݻر ႞႖ۻڪۻ༖ڲ .5

θ = 1− θ
2

2!
+
θ4

4!
− · · ·

θ = θ − θ
3

3!
+
θ5

5!
− · · ·

൑ว׿: िऻոּؠոر١ֿ .6
eiθ = θ + i θ

لܹݠ. أو ݬ٭؞۰ أཿྟٺٷ؇ ڢڎ َܝިن وዛኞڍا

෥ີॊूا တ࿮اڤ۾ :6�.5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ z = r( θ + i θ) اܳأگڎي اܳأڎد

z = reiθ
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اڤ֔ؠ׿١ֵ اຐॊू׿اد وؓۻڵ١ ෕໋ب :3�.5 ١ֵ ֿ܊ۑ

:z2 = r2e
iθ2 و z1 = r1e

iθ1 ඔ൹؜گڎل દઊڎد༟ ৙৑ي

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2) •

z2 �= 0 ,z1
z2

= r1
r2
ei(θ1−θ2) •

݁ިاڣݠ) دي (ݬ٭؞۰ zn = rneinθ •

ڲܙاؔۑ دي ۝מ֏١ :2�.5 ݄ݦո٢ن

ม฀اܳگޚ ႟ၽاܳލ আॻ༟ اܳأگڎل۰ ا༟৙৑ڎاد ّܝ݆

z = reiθ, r > 0, θ ∈ R.

:z ܳـ n اܳگިة ොຶފص
zn = (reiθ)n.

:আॻ༟ ොຶݱܭ اܳگިى ༠؇ݬ٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل

zn = rn(eiθ)n = rneinθ.

اܳݱ٭؞۰ আॻ༟ ොຶݱܭ ዻዧࣕوࢻ
zn = rneinθ.

݁ިاڣݠ. دي ًݱ٭؞۰ ް݄૭૏ ؇݁ ሒሃو

١ॴబاڤרܙ اݾ঻׾ور :4�.5 ١ֵ ֿ܊ۑ

:z = reiθ اܳأگڎي ይዧأڎد ۰ਃ಻ިاܳٷ اࠍ੊ڍور আॻ༟ ይዧأټިر

n
√
z = n

√
r · ei θ+2kπ

n | k = 0, 1, . . . , n − 1

78



١ॴబاڤרܙ اݾ঻׾ور ١ֵ ڤר܊ۑ ڲءۢڞ ݄ݦո٢ن :3�.5 ݄ݦո٢ن

႟ၽاܳލ আॻ༟ ً ؜گڎل؇ ً ༟ڎدا َ؊༠ڍ

z = reiθ, r ≥ 0, θ ∈ R.

ොູگݑ มฆܳا w اܳأگڎل۰ ا༟৙৑ڎاد ᆇᅹ٭ؕ إ෠ຬ؇د ࢴࣖ وߖߵ

wn = z.

.ඒ൱اڤؠ܋ တ࿮ڤ۾ոּ w ոຐم ຐ׿د ١ּոफः :1 اݾশ܋ܙة
႟ၽاܳލ আॻ༟ ۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ݁ٷأڎم ଫଃ༚ ؜گڎي ༟ڎد ႟၍

w = ρ eiφ, ρ > 0, φ ∈ R.

ڣ؆ن و༟ܹ٭۬
wn = (ρ eiφ)n = ρn einφ.

اڤ֔ؠ׿١ֵ. اिऻؠոدܽݦ ڲۻոواة :2 اݾশ܋ܙة
اܳފ݄؇ح ؕ݁) اෑෂوال؇ وོྥފ؇وى اৎ৊ޚܹگ۰ اܳگࡗࡲ ོྥފ؇وى أن ෠ຬص wn = z ොຬگݑ ปฆۋ

أي: ،(2π ஓ୾ݯ؇؜ژ ً؇ۊٺఈఃف

ρn = r, nφ = θ + 2kπ

ොේ٭ں. ༟ڎد k ۋ٭ت

.φ و ρ إո൑ฝد :3 اݾশ܋ܙة
:ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁

ρ = n
√
r.

:۰ਃ಻؇اܳټ و݆݁

φ =
θ + 2kπ

n
, k ∈ Z.

اୡୠଡ଼׫ڪء١. اݾ঻׾ور ચੴמ଄૵ :4 اݾশ܋ܙة
ڣ؆ن اܳأگڎي، اܳأڎد َڰݴ لأޚ޶ ؇݁ و۱ި ل۰ اෑෂاو ሌᇿإ 2πلݯ٭ژ n ஓ୾گڎار k ଫّଃّ؞ ৙৑ن

اۊٺ٭؇ر: ؜ٷڎ ོྡྷٺھ w ܳـ ا௰௯௫ٺܹڰ۰ اܳگࡗࡲ

k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

:ሒሃ اࠍ੊ڍور ّܝިن ዻዧࣕوࢻ

wk = n
√
r ei

θ+2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.
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.r = 0 ႞႐ոຒ :5 اݾশ܋ܙة
:ި۱ اܳިۋ٭ڎ واࠍ੊ڍر ،z = 0 ڣ؆ن r = 0 Ⴄ၍ن إذا

w = 0,

. n
√

0 = 0 ৙৑ن اܳފ؇ًگ۰ اܳݱ٭؞۰ ؕ݁ ݁ٺިاڣݑ و۱ڍا

:ሒሃ z ይዧأڎد ۰ਃ಻ިاܳٷ اࠍ੊ڍور ۰༟ިᆇ୞୘ لܝިن ቕ቉ و݆݁

n
√
r ei

θ+2kπ
n | k = 0, 1, . . . , n − 1 .

֍ؠ׿ي ڤ֔׿د ڲڎ֔ץ١ ຖ׾ور :2�.5 ڲ׭ոل

اܳأڎد َ؊༠ڍ
z = 8ei

π
3 (r = 8, θ = π

3
),

.n = 3 ؕ݁ ۰ਃ಻ިاܳٷ اࠍ੊ڍور ᆇᅹ٭ؕ إ෠ຬ؇د ࢴࣖ وߖߵ

ሒሃ اࠍ੊ڍور ،۰ਃ಻ިاܳٷ اࠍ੊ڍور ل۰ َޙݠ ۋފص .1

wk = 3
√
r ei

θ+2kπ
3 , k = 0, 1, 2.

و 3
√
r = 3

√
8 = 2 ۱ٷ؇ .2

φk =
θ + 2kπ

3
=
π/3 + 2kπ

3
=
π

9
+

2kπ

3
.

ሒሃ اܳگޚٴ٭۰ ً؇ܳݱ٭؞۰ اࠍ੊ڍور إذن

wk = 2 ei(
π
9
+ 2kπ

3 ), k = 0, 1, 2.

:(ً؇ਊಱّگݠ) اࠍଫଊ᛻੊ي ႟ၽܳލ؇ً ً ألݯ؇ ؇ዛ዇َܝٺ .3

w0 = 2 π
9

+ i π
9
≈ 1.879385 + 0.684040 i,

w1 = 2 7π
9

+ i 7π
9
≈ −1.532089 + 1.285575 i,

w2 = 2 13π
9

+ i 13π
9
≈ −0.347296− 1.969616 i.
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๤ཟ݁و۰ً wk ل۰ وزاو ،|wk|3 = 8 ڣ٭ܝިن |wk| = 2 ؇਍ಱᄴᄟ wk ༥ڍر ႟ၽܳ ๤ངلؕ: ොູگݑ .4
ّأޚ޶ 3 ሒᇭ

3φk = 3
π

9
+

2kπ

3
=
π

3
+ 2kπ,

.w3k = 8ei(π/3+2kπ) = 8eiπ/3 = z ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

اڤܙຒ׿ة ຖ׾ور :7�.5 ׂ֔ۑֵ؉

ً؇ܳݱ٭؞۰: وّأޚް zn = 1 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ሒሃ ܳߺࠊ༡ڎة ۰ਃ಻ިاܳٷ اࠍ੊ڍور

ωk = ei
2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1

اളൄا١ּ֔ ١ຖرႥ႐ا ڲڷ اڤܙຒ׿ة ຖ׾ور :3�.5 ڲ׭ոل

ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ᆇᅹ٭ؕ إ෠ຬ؇د رࢴࣖ
z4 = 1.

ً؇ܳݱ٭؞۰: ّأޚް اࠍ੊ڍور ڣ؆ن ،n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ا༡ިܳڎة ༥ڍور ّأݠلژ ۋފص .1

ωk = ei
2kπ
4 , k = 0, 1, 2, 3.

:k ႟ၽܳ اܳگࡗࡲ ොຶފص .2
ω0 = ei·0 = 1,

ω1 = ei
2π
4 = ei

π
2 = i,

ω2 = ei
4π
4 = eiπ = −1,

ω3 = ei
6π
4 = ei

3π
2 = −i.

:ሒሃ اෂීاًأ۰ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ا༡ިܳڎة ༥ڍور إذن .3

1, i, −1, −i.
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౫౜రگݑ: .4
14 = 1, i4 = 1, (−1)4 = 1, (−i)4 = 1.

اڤܙຒ׿ة ຖ׾ور ֲۘոۢػ :5�.5 ١ֵ ֿ܊ۑ

ω0 = 1 •

ωn
k = 1 •

ωk · ωm = ωk+m ( n) •

n > 1 Ⴄ၍ن إذا n−1
k=0 ωk = 0 •

اڤܙຒ׿ة ຖ׾ور ֲۘոۢػ ݄ݦո٢ن :4�.5 ݄ݦո٢ن

:ঌॻل ؇ஓ୾ ݁أݠڣ۰ّ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ا༡ިܳڎة ༥ڍور ّܝ݆

ωk = ei
2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.

.ω0 = 1 أن إոॻలت :1 اݾ۝ոশמ١
؇਍ಱᄴᄟ

ω0 = ei
2·0π
n = e0 = 1.

.ωn
k = 1 أن إոॻలت :2 اݾ۝ոশמ١

ا৙৑ݿݴ: ۊިاص ً؇ݿٺ༱ڎام

ωn
k = ei

2kπ
n

n

= ei
2kπ
n
·n = ei2kπ.

আॻ༟ ොຶݱܭ ،k ∈ Z ႟ၽܳ ei2kπ = 1 و৙৑ن

ωn
k = 1.

.ωk · ωm = ωk+m ( n) أن إոॻలت :3 اݾ۝ոশמ١
ොຶފص:

ωk · ωm = ei
2kπ
n · ei 2mπn = ei

2(k+m)π
n .
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ڣ؆ن ،k +m < n Ⴄ၍ن إذا

ei
2(k+m)π

n = ωk+m.

َܝٺص: ،k +m ≥ n Ⴄ၍ن وᎂذا

ei
2(k+m)π

n = ei
2((k+m)−n)π

n · ei2π = ei
2((k+m) n)π

n ,

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ωk · ωm = ω k+m n.

.n > 1 ပ྾ن إذا n−1
k=0 ωk = 0 أن إոॻలت :4 اݾ۝ոশמ١

:ω0 = 1 ا৙৑ول وޗݠڣ۳؇ ω1 = ei
2π
n ؇ዝང؇أݿ ۱ٷڎݿ٭۰ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟ၽ૰૏ ا௯௫௵݄ިع

S =
n−1

k=0

ωk = 1 + ω1 + ω21 + · · ·+ ωn−1
1 .

ا୒ୖٷڎݿ٭۰: اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ᆇ୞୘ިع ݬ٭؞۰ ૭૙ٺ༱ڎم

S =
1− ωn

1

1− ω1
.

ܳـܝ݆
ωn
1 = ei

2π
n

n

= ei2π = 1.

إذن:
S =

1− 1

1− ω1
= 0.

ቕ቉ و݆݁
n−1

k=0

ωk = 0

.n > 1 ႟ၽܳ

.۰ً اৎ৊ޚߺࠊ اࠍ੅ݱ؇فݧ ᆇᅹ٭ؕ ོྦྷٴب وዛኞڍا
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C

જ੻ᙬ঻اݾ ᆃᅞ ا۰ո۰ॊूמ١ ا٢જ੻िऻר١ :6�.5 ١ֵ ֿ܊ۑ

(༟ڎا C ሒᇭ ༥ڍر n exactly ؇ୖ୒ ؜گڎل۰ ݁أ؇ఈః݁ت ذات n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎودل۰ ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍
اܳٺଲ୍ار).

ॴ఩֔מ١ ݊ݦ ႞႐دո֔ڲ ຒڞ :4�.5 ڲ׭ոل

:z2 + 4z + 13 = 0 ࠍ੆ܭ

z =
−4±

√
16− 52

2
=
−4±

√
−36

2
= −2± 3i
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