
ࣽ࣬ຑدا ݊ݦټמ֦ ոֿؓܙن :1�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

༠؇ܳ٭۰. ଫଃ༚ ۰༟ިᆇ୞୘ E ܳ٭ܝ݆

ًـ اܳٺޚٴ٭ݑ ୒ୖڍا ؇َਲ਼ਦر إذا .E ሌᇿإ E ×E ݆݁ ّޚٴ٭ݑ ި۱ E আॻ༟ ࣽ࣬ຑاႥ႐ا اڤજઁټמ֦ ոֿؓܙن .1

.xTy ًـ ਲ਼ਦُߙߵ T ًިاݿޚ۰ (x, y) ∈ E × E اෑෂوج ݬިرة ڣ؆ن ،T

T و ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰༟ިᆇ୞୘ E ۋ٭ت (E,T ) زوج أي ሒሃ ݊ݦټמ֦ ּؠոֿܙن তগودة ١ຐܙჸ૏ૉ .2
.E আॻ༟ ঌॻ༠دا ܋ߵ٭ص ߙ ڢ؇َިن

ࣽ࣬ຑاႥ႐ا اڤજઁټמ֦ അ೪ֿؓܙا ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :1�.4 ڲ׭ոل

:ሒሃ ً ؇༟ިނ٭ ঌॻ༠اᄴᄟا اଫଐܳ܋٭ص ඔ൹َڢިا ଫ଒أ܋

C∗ ،R∗ ،Q∗ ،Z∗ ሒᇭ ྘ܳݴ وܳـܝ݆ ،C ،R ،Q ،Z ،N∗ ،N ሒᇭ + ؕ৵৩ৠا .1

C ،R ،Q ،Z ሒᇭ − اܳޚݠح .2

C ،R ،Q ،Z ،N∗ ،N ሒᇭ × ا๤ཟܳب .3

C∗ ،R∗ ،Q∗ ሒᇭ ÷ اܳگފ۰݄ .4
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E ሌᇿإ E ݆݁ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ اৎ৊أܹژّ اܳٺޚٴ٭گ؇ت) ܋ߵ٭ص (ߙ ◦ اଫଐܳ܋٭ص .5

(x1, y1)⊕ (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) ًـ R2 আॻ༟ اৎ৊أܹژّ ⊕ اܳگ؇َިن .6

xTy = x+ y − 8 ًـ R আॻ༟ اৎ৊أܹژّ T اܳگ؇َިن .7

(E ۰༟ި݄௵௯௫ اඹජ৙৑اء ۰༟ިᆇ୞୘) P(E) আॻ༟ اৎ৊أܹڰ۰ّ اܳٺگ؇ޗؕ) (اොູ৖৑؇د، ∩ ،∪ ඔ൹َڢިا .8

اڤજઁټמ֦ അ೪ֿؓܙا ֲۘոۢػ :2�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

܋ߵ٭ص. ߙ ًگ؇َިن دة ਲ਼َُਦوّ֟ ۰༟ިᆇ୞୘ (E,T ) ܳ٭ܝ݆

ሒᇭ x, y, z ႟ၽܳ (xTy)Tz = xT (yTz) Ⴄ၍ن إذا E আॻ༟ ً ո֔מჸ๧๓ T اܳگ؇َިن ް݄૭ُ૏ .1
.E

.E ሒᇭ x, y ႟ၽܳ xTy = yTx Ⴄ၍ن إذا E আॻ༟ ո׿ֵڪמॻయ T اܳگ؇َިن ް݄૭ُ૏ .2

ֲۘոۢশاݾ ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :2�.4 ڲ׭ոل

.C ,R ,Q ,Z ,N আॻ༟ وॻయ׿ֵڪמոن ჸ๧๓֔מոن ؇ᆇᆅ وا๤ཟܳب ؕ৵৩ৠا

෕໒ר֍ જੴوֿ܊ اݾষמոدي ෕໒اڤ֔ר :3�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

܋ߵ٭ص. ߙ ًگ؇َިن دة ਲ਼َُਦوّ֟ ۰༟ިᆇ୞୘ (E,T ) ܳ٭ܝ݆

Ⴄ၍ن، إذا T ይዧگ؇َިن ً ոֵدոؼמ E ݆݁ e ๤ཡاܳأٷ ް݄૭ُ૏ .1

∀x ∈ E, xTe = eTx = x

ոּؓڞ أَ۬ ؜ٷ۬ لگ؇ل E ݆݁ x ๤ཡاܳأٷ ڣ؆ن ،e ො੼؇ࢴࣖ ๤ཡ؜ٷ আॻ༟ ොຬٺިي (E,T ) Ⴄ၍ن إذا .2
ොຳ٭ت: E ሒᇭ x� ๤ཡ؜ٷ و༥ڎ إذا T ይዧگ؇َިن ቞ቘ֔ڎۥ

xTx� = x�Tx = e

.T ይዧگ؇َިن x ๤ཡاܳأٷ જੴֿ۠ ؜ٷڎࢱٍࣕ x� ๤ཡاܳأٷ ް݄૭ُ૏
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اոୢୠଡ଼ࠥࡇ ෕໒اڤ֔ר ١ॴబ׿اຒوو وـܙد :1�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

ڣ؆َ۬ ،T ይዧگ؇َިن E ሒᇭ اࠍ੆٭؇دي ๤ཡاܳأٷ و༥ڎ إذا ܋ߵ٭ص. ߙ ًگ؇َިن دة ਲ਼َُਦوّ֟ ۰༟ިᆇ୞୘ (E,T ) ܳ٭ܝ݆
وۋ٭ڎ.

اոୢୠଡ଼ࠥࡇ ෕໒اڤ֔ר ١ॴబ׿اຒو ݄ݦո٢ن :1�.4 ݄ݦո٢ن

؜ٷڎࢱٍࣕ، .e� و e ඔ൹ۋ٭؇دل દઊ๤ཡ؜ٷ وۏިد ܳٷڰଫଐض

e� = eT e� = e

.e = e� أن มฃلأ ؇ᆙᆘ

اिऻ׫רո܇ۑة ෕ໍոاڤ֔ר ֲۘոۢػ :2�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

ො੼؇ࢴࣖ. ๤ཡ؜ٷ ᄩᄟو ௧ਤ٭ᆇ໶໢ T اܳگ؇َިن ۋ٭ت ܋ߵ٭ص ߙ ًگ؇َިن دة ਲ਼َُਦوّ֟ ۰༟ިᆇ୞୘ (E,T ) ܳ٭ܝ݆

وۋ٭ڎ. اৎ৊ٺٷ؇ޖݠ ؜ٷ๤ཡه ڣ؆ن ይዧٺ݄؇ٔܭ، ఈًఃً؇ڢ x ∈ E Ⴄ၍ن إذا .1

اৎ৊ٺٷ؇ޖݠ و؜ٷ๤ཡه ይዧٺ݄؇ٔܭ ڢ؇ًܭ xTy ڣ؆ن ይዧٺ݄؇ٔܭ، ඔ൹ًܹ؇ڢ y ∈ E و x ∈ E Ⴄ၍ن إذا .2
و x ܳـ اৎ৊ٺٷ؇ޖݠ ๤ཡاܳأٷ ሌᇿإ ଫଃ૰૏ x� ۋ٭ت (xTy)� = y�Tx� ً؇ܳأఈఃڢ۰ لأُޚް (xTy)�

.y ܳـ اৎ৊ٺٷ؇ޖݠ ๤ཡاܳأٷ ሌᇿإ ଫଃ૰૏ y�

اिऻ׫רո܇ۑة ෕ໍոاڤ֔ר ֲۘոۢػ ݄ݦո٢ن :2�.4 ݄ݦո٢ن

؜ٷڎࢱٍࣕ، .x�� و x� દઊ݁ٺٷ؇ޖݠ દઊ๤ཡ؜ٷ x ๤ཡأٷይዧ أن ܳٷڰଫଐض .1

xTx� = e⇒ x��T (xTx�) = x�� ⇒ (x��Tx)Tx� = x�� ⇒ x� = x��

؇਍ಱᄴᄟ .2
(y�Tx�)T (xTy) = y�T (x�Tx)Ty = y�TeTy = y�Ty = e

وألݯً؇،
(xTy)T (y�Tx�) = xT (yTy�)Tx� = xTeTx� = xTx� = e

.(xTy)� = y�Tx� ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
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زদগة :4�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

܋ߵ٭ص. ߙ ًگ؇َިن دة ਲ਼َُਦوّ֟ ۰༟ިᆇ୞୘ (G,T ) ܳ٭ܝ݆

إذا: زদগة (G,T ) أن َگިل .1

،G আॻ༟ ᆇ໶໢٭أ٭۰ T اܳأ݄ܹ٭۰ Ⴄ၍ن (ا)
،G ሒᇭ T ይዧأ݄ܹ٭۰ ො੼؇ࢴࣖ ๤ཡ؜ٷ و༥ڎ (ب)

.T ይዧأ݄ܹ٭۰ ይዧٺ݄؇ٔܭ ఈًఃً؇ڢ G ݆݁ ๤ཡ؜ٷ ႟၍ Ⴄ၍ن (ج)

.T ይዧأ݄ܹ٭۰ زদগة ༓໧מ١ ؇ୖ୒ G ۰༟ި݄௵௯௫ا أن ألݯً؇ وَگިل

.G আॻ༟ ࢻࣖاܳ٭۰ إ T اܳأ݄ܹ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا أਃಸܹ٭۰) (أو ࠬࡇاڤמ١ إ (G,T ) اਵਦෑෂة أن َگިل .2

দগൂളا ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :3�.4 ڲ׭ոل

:ਵਦෑෂا আॻ༟ ᄭᄥأ݁ټ َگڎم ،ً৖৑أو

.ؕ৵৩ৠا ًأ݄ܹ٭۰ اৎ৊ݞودة C ,R ,Q ,Z .1

ا๤ཟܳب. ًأ݄ܹ٭۰ اৎ৊ݞودة R∗ ,Q∗ ,Z∗ .2

দগز ڤ༉ۻ֙ ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :4�.4 ڲ׭ոل

:ਵਦز ྘ܳފب اܳٺ؇ܳ٭۰ ا৙৑زواج ොູڎࢴ۱ࣖ؇)، (෠ຬص ෛ੼ٺܹڰ۰ ৙৑ݿٴ؇ب

.(R,×) ,(N,+) .1

.(P(E),∩) ,(P(E),∪) .2
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١ॴటപഓ দগز :5�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ොຳ٭ت: G ݆݁ H ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ (G, ∗) زਵਦة ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة

.H আॻ༟ ঌॻ༠دا ܋ߵ٭ص ߙ ڢ؇َިن ∗ لـ༲ُڎد .1

.H < G ًـ ୒ୖڍا ਲ਼ਦߖߵ زਵਦة. H ႟ၽ૰૜ اܳگ؇َިن، ዛኞڍا .2

١ॴటۏ঻اݾ اদগൂളة ෕ຸوط :3�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

إذا: وڣگޔ إذا (G, ∗) زਵਦة ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة ሒሃ H ⊂ G ۰ਃಮݞ੊اࠍ ۰༟ި ௵݄௯௫ا

,H �= ∅ .1

,∀(x, y) ∈ H2; x ∗ y ∈ H .2

.∀x ∈ H ; x−1 ∈ H .3

١ॴటۏ঻اݾ দগൂളا ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :5�.4 ڲ׭ոل

.G ݆݁ ྘ཬඹජٺ؇ن زਵਦّ؇ن ؇ᆇᆅ {eG} و G ڣ؆ن زਵਦة. (G, ∗) ܳٺܝ݆ .1

.(R,+) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة ሒሃ (Z,+) .2

١ॴటۏ঻اݾ ቞ቘۏদগة ബഎآ ෕ຸط :4�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

إذا: وڣگޔ إذا (G, ∗) زਵਦة ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة ሒሃ H ⊂ G ۰ਃಮݞ੊اࠍ ۰༟ި ௵݄௯௫ا

,H �= ∅ .1

.∀(x, y) ∈ H2; x ∗ y−1 ∈ H .2
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١ॴటۏ঻اݾ দগൂളا ֆ܈ոׂؠ :5�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

.(G, ∗) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة ި۱ (G, ∗) ਵਦෑෂة ۰ਃಮݞ੊اࠍ ਵਦෑෂا ݆݁ ᄭᄥف؇༟ أي ّگ؇ޗؕ

١ॴటۏ঻اݾ দগൂളا ֆ܈ոׂؠ ݄ݦո٢ن :3�.4 ݄ݦո٢ن

.Hi ᆇᅹ٭ؕ ّگ؇ޗؕ ،K = i∈I Hi ؜ਵف .G ਵਦෑෂة ۰ਃಮݞ੊اࠍ ਵਦෑෂا ݆݁ ᄭᄥف؇༟ (Hi)i∈I ܳٺܝ݆

.Hi ۰ਃಮඹජ زਵਦة ႟၍ ሌᇿإ ཯ྡྷٺ݄޶ اᄳᄟي ،e ا௱௯௫؇ࢴࣖ ๤ཡاܳأٷ আॻ༟ ොູٺިي ؇ዛኡ৙৑ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ K ۰༟ި݄௵௯௫ا
زਵਦة Hi ৙৑ن x ∗ y−1 ∈ Hi ؇਍ಱᄴᄟ ،i ∈ I ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .K ݆݁ દઊ๤ཡ؜ٷ y و x ܳ٭ܝ݆

.G ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة K أن ݆۱ଫଊل ۱ڍا .x ∗ y−1 ∈ K ،ዻዧᄳᄟ .۰ਃಮඹජ

١ॴటۏ঻اݾ দগൂളا اո്สد ؼܙل ڲ୹୴ؼ܊١ :1�.4 ڲ୹୴ؼ܊١

.(G, ∗) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة ً؇๤ཟܳورة ྘ܳݴ (G, ∗) ਵਦෑෂة ۰ਃಮݞ੊اࠍ ਵਦݞይዧ اܳٺأފࠕࠫ اොູ৖৑؇د

١ॴటۏ঻اݾ দগൂളا اո്สد ࣷ࣬ຐ ڲ׭ոل :6�.4 ڲ׭ոل

ًـ: R2 আॻ༟ اৎ৊أݠف ঌॻ༠اᄴᄟا اଫଐܳ܋٭ص ڢ؇َިن T ܳ٭ܝ݆

∀(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2, (x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

R×{0}∪ ܳـܝ݆ (R2, T ) ݆݁ ྘ཬඹජٺ؇ن زਵਦّ؇ن {0}×R و R×{0} زਵਦة، (R2, T ) ؇਍ಱᄴᄟ
.(R2, T ) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة ႟ၽ૰૜ ৖৑ {0} × R

അ೪׫༉ໝപഓ അ೪ׂদগز اո്สد :6�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

(H ∪ K < G) ۰ਃಮඹජ زਵਦة ި۱ (G, ∗) اਵਦෑෂة َڰݴ ݆݁ K و H ඔ൹ٺ྘ཬඹජ ඔ൹ّਵਦز اොູ؇د
.K ⊂ H أو H ⊂ K إذا وڣگޔ إذا

അ೪׫༉ໝപഓ അ೪ׂদগز اո്สد ݄ݦո٢ن :4�.4 ݄ݦո٢ن

ොຳ٭ت h ∈ H ل༥ިڎ أي ،K ሒᇭ ො੼ٺިاة ଫଃ༚ H و G ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة H ∪ K أن اڣଫଐض
ܳـܝ݆ .h ∗ k ∈ H ∪ K ؇਍ಱᄴᄟ .k ∈ K أي ༠ڍ .K ⊂ H أن ඔ൹ܳٷٴ .h /∈ K
มฃلأ ؇ᆙᆘ ،h ∗ k ∈ H إذن، .h = (h ∗ k) ∗ k−1 ∈ K มฃݿ٭أ ዻዧذ ৙৑ن h ∗ k /∈ K

.k = h−1 ∗ (h ∗ k) ∈ H
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দগൂളا ո଄૵ׅڞ :6�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

Ⴄ၍ن: إذا দগز တ྾ո੡੍ ሒሃ H ሌᇿإ G ݆݁ f ᄭᄟاᄴᄟا .ඔ൹ّਵਦز (H,T ) و (G, ∗) ܳٺܝ݆

∀x, y ∈ G, f(x ∗ y) = f(x)Tf(y)

:ዻዧذ আॻ༟ ఈః༟وة

.ࣽ࣬ຑدا ո଄૵ׅڞ ް݄૭ُ૜ ؇ዛኡ؆ڣ ،∗ = T و G = H ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

ڲ܋ոּۂ. ո଄૵ׅڞ ؇ዛኡ؆ڣ ّگ؇ًܹ٭۰، f ೑಻Ⴄ၍ إذا .2

.ᆃᄷذا တ྾ո੡੍ ؇ዛኡ؆ڣ ،ঌॻً؇ّگ ঌॻ༠دا ஓ஄؇ٔܭ f ೑಻Ⴄ၍ إذا .3

ᆃᄷذا တ྾ո੡੍ :7�.4 ڲ׭ոل

.(R,+) ܳـ ሒᇆذا ႟၍؇૰૜ لأُݠفّ x �→ 2x اܳٺޚٴ٭ݑ

দগز တ྾ո੡੍ :8�.4 ڲ׭ոل

ا๤ཟܳب، ᆇᅦܹ٭۰ ොູب اৎ৊ިۏٴ۰ اࠍ੆گ٭گ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ R∗+ ۋ٭ت ،f : R → R∗+ ᄭᄟاᄴᄟا
(x+y) = ৙৑ن (R∗+,×) ሌᇿإ (R,+) ݆݁ ਵਦز ႟၍؇૰૜ ሒሃ ،f(x) = (x) ًـ اৎ৊أݠڣ۰

.x, y ∈ R ႟ၽܳ (x)× (y)

দগൂളا ୹ည྾ո੡੍ت ֲۘոۢػ :7�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

:(H,T ) ሌᇿإ (G, ∗) ݆݁ ႟၍؇૰૜ f ܳٺܝ݆

.f(eG) = eH .1

.∀x ∈ G, f(x−1) = f(x)−1 .2

(H, T ) ݆݁ ݁ޚ؇ًݑ ႟၍؇૰૜ ً ألݯ؇ ި۱ f−1 ؇ዝངި݁أܝ ڣ؆ن ݁ޚ؇ًݑ، ႟၍؇૰૜ f ೑಻Ⴄ၍ إذا .3
.(G, ∗) ሌᇿإ
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.f(G�) < H ڣ؆ن ،(G ݆݁ ۰ਃಮඹජ (زਵਦة G� < G ೑಻Ⴄ၍ إذا .4

.f−1(H �) < G ڣ؆ن ،(H ݆݁ ۰ਃಮඹජ (زਵਦة H � < H ೑಻Ⴄ၍ إذا .5

တ྾ո۾༖اڤ و۝ܙرة ֿܙاة :7�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:H ሌᇿإ G ݆݁ ႟၍؇૰૜ f ܳٺܝ݆

:eH ܳـ اܳފިاًݑ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ ،Ker(f) ਲ਼ਦوߙߵ ،f ֿܙاة .1

Ker(f) = {x ∈ G | f(x) = eH} = f−1({eH})

.(f ܳـ ঌॻً؇اܳٺگ గጻዧأܝިس ாணذ ل༥ިڎ ৖৑ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ّگ؇ًܹ٭۰؛ f أن لڰଫଐُض ৖৑ (ఈః݁ۋޙ۰:

.(f ًިاݿޚ۰ G ๤ཛྷ؇؜ٷ ݬިر ۰༟ިᆇ୞୘) f(G) ሒሃ ،Im(f) ਲ਼ਦوߙߵ ،f ۝ܙرة .2

١ॴటപഓ দগଭଔ တ྾ո۾༖اڤ و۝ܙرة ֿܙاة :2�.4 ڲ୹୴ؼ܊١

আॻ༟ ྘ཬඹජٺ؇ن زਵਦّ؇ن ؇ᆇᆅ f وݬިرة َިاة ڣ؆ن ،(7�.2�.3) ل۰ اܳٷޙݠ ݆݁ ඔ൹ّଫଃ༠৙৑ا ඔ൹ٷگޚٺይዧ ً ޗٴگ؇
.H و G ݆݁ ሒᇿاܳٺިا

တ྾ո۾༖቞ቘ ਗ৻ո׫ץिऻا واڤ׫܋ץמۂ ቞ቘ׫܋ץמۂ اڤؠոּڪמ١ ෕ຸوط :8�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

:(H,T ) ሌᇿإ (G, ∗) ݆݁ ఈً႙၍؇૰૜ f ܳٺܝ݆

.Im(f) = H Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ਵਦ؇༚ f .1

.Ker(f) = {eG} Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا દઊ؇݁ٺٴ f .2

တ྾ո۾༖቞ቘ ਗ৻ո׫ץिऻا واڤ׫܋ץמۂ ቞ቘ׫܋ץמۂ اڤؠոּڪמ١ ෕ຸوط ݄ݦո٢ن :5�.4 ݄ݦո٢ن

.દઊ؇݁ٺٴ f أن ً ৖৑أو اڣଫଐض ،(2) ۱ଫଊܳ؇ن .ਵਦ؇اܳ؞ اܳٺޚٴ٭ݑ لژ ّأݠ ݆݁ ݁ٴ؇๤ཇة (1) اܳٷگޚ۰ ོྥٴؕ
f(x) = أن ૭૙ྥٷٺھ ورد، პაႰ f(eG) = eH أن ؇ஓ୾و ،f(x) = eH إذن .x ∈ Ker(f) ܳ٭ܝ݆
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اڣଫଐض ً؇ৎ৊گ؇ًܭ، .Ker(f) = {eG} thus, .f દઊ؇ਊಾ ًިاݿޚ۰ x = eG มฃلأ ؇ᆙᆘ ،f(eG)

.f(x) = f(y) ොຳ٭ت x, y ∈ G Consider .દઊ؇݁ٺٴ f أن ඔّ൹ًو Ker(f) = {eG} أن

.x ∗ y−1 ∈ Ker(f) أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ،f(x ∗ y−1) = eH ᄳᄟا ،f(x)Tf(y)−1 = eH إذن
،દઊ؇݁ٺٴ f أن ඔ൹ਊಾ .x = y ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،x∗ y−1 = eG มฃلأ إذن Ker(f) = {eG}اضଫଐڣ৖৑ا

ا۱ଫଊܳ؇ن. კაჂل ؇ᆙᆘ

ຒڪؠ١ :8�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ොຳ٭ت: (A, ∗, T ) ඔ൹ਐಱ؇༠دا ඔ൹ًأ݄ܹ٭ٺ ਲ਼ُਦودة ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ اࠍ੆ܹگ۰

.0A ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦُߌߵ ො੼؇ࢴࣖ ๤ཡًأٷ ਊಾڎلܹ٭۰ زਵਦة (A, ∗) .1

:∗ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ وا྘ܳފ؇ر ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ لأ٭۰ وّިز ᆇ໶໢٭أ٭۰ T اܳأ݄ܹ٭۰ .2

∀x, y, z ∈ A, xT (y∗z) = xTy∗xTz و (x∗y)Tz = xTz ∗yTz

.1A ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦُߌߵ ،0A ؜݆ ෛ੼ٺܹژ ො੼؇ࢴࣖ ๤ཡ؜ٷ ؇ୖ୒ T اܳأ݄ܹ٭۰ .3

اݾষڪؠոت ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :9�.4 ڲ׭ոل

݁أݠوڣ۰. ༡ܹگ؇ت ሒሃ (C,+,×) و ,(R,+,×) ,(Q,+,×) ,(Z,+,×)

ڲ୹୴ؼ܊ոت :3�.4 ڲ୹୴ؼ܊١

أਃಸܹ٭۰. أو ࢻࣖاܳ٭۰ إ ް݄૭૜ اࠍ੆ܹگ۰ ڣ؆ن ࢻࣖاܳ٭۰، إ × اܳأ݄ܹ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا .1

.A∗ ًـ ਲ਼ਦߙߵ A− {0A} ۰༟ި݄௵௯௫ا .2

اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت ݆݁ ً ৖৑ࣖࢻ (×) ۰ਃಸ๤ཟܳوا (+) ا৵৩ৠأ٭۰ اෂී݁ިز ً ݁ޝڢٺ؇ ૭૙ٺ༱ڎم ይዧٺྟފ٭ޔ، .3
.(A, ∗, T ) ݆݁ ً ৖৑ࣖࢻ (A,+,×) ًـ اࠍ੆ܹگ۰ ሌᇿإ ଫଃ૰૙ ،ዻዧᄳᄟ .T و ∗
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ոׂڲ١ ຒڪؠ١ :9�.4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:೑಻Ⴄ၍ إذا ոׂڲ١ ް݄૭૜ (A,+,×) اܳٺٴڎلܹ٭۰ اࠍ੆ܹگ۰ .1

,(1A �= 0A (أي ݁ٷأڎ۰݁ ଫଃ༚ (ا)

.∀(x, y) ∈ A2; x× y = 0⇒ (x = 0 أو y = 0) (ب)

༯ີؓܙا b و a ް݄૭ُ૏ ݬڰݠ، b ৖৑و a ৖৑ وܳـܝ݆ ً ݬڰݠا a× bب๤ཟܳا ༡؇ݬܭ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ .2
اڤۢءۑ.

اݾষڪؠոت ᆃᅞ ؓܙاຐ׿ :9�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

اࠍ੆ܹگ؇ت: ሒᇭ ਍ಾޚٴݑ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳگިا༟ڎ ༡ܹگ۰. (A,+,×) ܳٺܝ݆

.× ይዧأ݄ܹ٭۰ ᆙᆘٺݧ 0A ๤ཡاܳأٷ .x× 0A = 0A × x = 0A .1

.∀(x, y) ∈ A2; (−x)× y = x× (−y) = −(x× y) .2

.∀x ∈ A; (−1A)× x = −x .3

.∀(x, y) ∈ A2; (−x)× (−y) = x× y .4

(y − z) × x = و ∀(x, y, z) ∈ A3; x × (y − z) = x × y − x × z .5
.y × x− z × x

اݾষڪؠոت ؓܙاຐ׿ ݄ݦո٢ن :6�.4 ݄ݦո٢ن

๤ཛྷ؇اܳأٷ اਐ಻ޙ؇م و૭૖ྟص ،ዻዧᄳᄟ .x× 0A = x× (0A + 0A) = x× 0A +x× 0A .1
.රඝ৚৑ا ይዧޚݠف ً؇ৎ৊ټܭ .x× 0A = 0A ،(A,+) اਵਦෑෂة ሒᇭ

(−x)×y = إذن، .x×y+(−x)×y = (x+(−x))×y = 0A×y = 0A .2
اරඝ৙৑ى. గጻዧފ؇واة ً؇ৎ৊ټܭ .−(x× y)

.(−1A)×x+x = (−1A)×x+1A×x = (−1A+1A)×x = 0A×x = 0A .3
.(−1A)× x = −x ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
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ይዧگ؇رئ. ଫଐُّك .4

ይዧگ؇رئ. ଫଐُّك .5

١ॴటۏ঻اݾ اݾষڪؠ١ ෕ຸوط :10�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

إذا: وڣگޔ إذا ۰ਃಮඹජ ༡ܹگ۰ ሒሃ A ݆݁ A1 ۰ਃಮݞ੊اࠍ ۰༟ި ௵݄௯௫ا

;(A, ∗) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة (A1, ∗) .1

;1A ∈ A1 .2

.(A1 আॻ༟ ۰ਃಮ؇਍ು ᆇᅦܹ٭۰ ොູڎث T ) ∀(x, y) ∈ A21; xTy ∈ A1 .3

١ॴటۏ঻اݾ اݾষڪؠոت ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :10�.4 ڲ׭ոل

มฆܳوا ،(R,+,×) ݆݁ ۰ਃಮඹජ ༡ܹگ۰ ሒሃ มฆܳوا ،(Q,+,×) ݆݁ ۰ਃಮඹජ ༡ܹگ۰ ሒሃ (Z,+,×)

.(C,+,×) ݆݁ ۰ਃಮඹජ ༡ܹگ۰ ሒሃ

ؼؠڞ :10�.4 ׂ֔ۑֵ؉

ይዧأܝݴ. ఈًఃً؇ڢ ݬڰݠي ଫଃ༚ ๤ཡ؜ٷ ႟၍ ؇ዛዀڣ لܝިن ਊಾڎلܹ٭۰ ༡ܹگ۰ ި۱ اࠍ੆گܭ .1

اࠍ੆گܭ أن َگިل ؇਍಻؆ڣ ، আॻ༟ ਊಾڎلܹ٭۰ × ۰ਃ಻؇اܳټ اܳأ݄ܹ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا ،ዻዧذ আॻ༟ ఈః༟وة .2
.ሒᇿࢻࣖا إ ( ,+,×)

اݾষؠܙل ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ׭ :11�.4 ڲ׭ոل

ࢻࣖاܳ٭۰. إ ۋگިل ؇ᆇᆅ (R,+,×) و (Q,+,×)
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ᆃᄧപഓ ؼؠڞ :11�.4 ׂ֔ۑֵ؉

ሒᆶඹජ ۋگܭ 1 أن َگިل . ݆݁ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ 1 ًوܳ٭ܝ݆ ఈఃۋگ ( ,+,×) ܳٺܝ݆
݆݁ ௱ُڎ۰ٔ ௯௫ا ً؇ܳأ݄ܹ٭؇ت ا௯௫௵۳ݞة 1 و ، ሒᇭ × و + ොູب ݁ފٺگݠة 1 ೑಻Ⴄ၍ إذا ݆݁

.؇ዛኤࢻࣕا ً ఈఃۋگ ႟ၽ૰૜

ᆃᄧۏ঻اݾ اݾষؠڞ ࣷ࣬ຐ ڲ׭ոل :12�.4 ڲ׭ոل

.(R,+,×) ݆݁ ሒᆶඹජ ۋگܭ ި۱ (Q,+,×)

ᆃᄧۏ঻اݾ اݾষؠڞ ෕ຸوط :11�.4 ١ֵ ֿ܊ۑ

إذا: وڣگޔ إذا ሒᆶඹජ ۋگܭ ሒሃ ݆݁ 1 ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ .ًఈఃۋگ ( ,+,×) ܳٺܝ݆

,( ,+) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة ( 1,+) .1

,(× ොູب 1 (اݿٺگݠار x× y ∈ 1 ,x, y ∈ 1 ႟ၽܳ .2

ً ألݯ؇ ި۱ ( ,×) ሒᇭ x ∈ 1 ႟၍ و݁أܝިس ، ܳـ ا௱௯௫؇ࢴࣖ ๤ཡاܳأٷ আॻ༟ ොູٺިي 1 .3
. 1 ݆݁ ๤ཡ؜ٷ
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1�.4 ਗ৻ۑ଄૵

ᆇ໶໢٭أ٭۰، اܳأ݄ܹ٭۰ ۱ڍه ۱ܭ .x ∗ y = x + y − xy ًـ اৎ৊أݠڣ۰ ∗ ۰ਃಮ؇اܳټٷ اܳأ݄ܹ٭۰ ଫଊَأٺ R আॻ༟
ይዧگިة ݬ٭؞۰ ாணاذ اܳأ݄ܹ٭۰؟ ۱ڍه ොູب ݁أܝިس x ۋگ٭ࠔࠫ ܳأڎد ۱ܭ ො੼؇ࢴࣖ؟ ๤ཡ؜ٷ ؇ୖ୒ ۱ܭ ࢻࣖاܳ٭۰؟ إ

اܳأ݄ܹ٭۰. ۱ڍه ොູب x ๤ཡܳأٷ n

2�.4 ਗ৻ۑ଄૵

ً؇ܳأఈఃڢ۰: R আॻ༟ ∗ ঌॻ༠دا ܋ߵ٭ص ߙ ڢ؇َިن َأݠف

∀(a, b) ∈ R2; a ∗ b = (ea + eb)

݁ٷٺޙ۰݄؟ ๤ཛྷ؇؜ٷ ۱ٷ؇ك ۱ܭ ො੼؇ࢴࣖ؟ ๤ཡ؜ٷ ᄩᄟ ۱ܭ ۊݱ؇فݱ۬؟ ሒሃ ؇݁

3�.4 ਗ৻ۑ଄૵

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ݁أݠف ঌॻ༠دا ܋ߵ٭ص ߙ ڢ؇َިن َأޚް

∀x, y ∈ R+; x � y = x2 + y2

݁أܝިس ؇݁ ๤ཡܳأٷ ل༥ިڎ ৖৑ أَ۬ ඔ൹ً ො੼؇ࢴࣖ. ๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ وأَ۬ ᆇ໶໢٭أ٭۰، ࢻࣖاܳ٭۰، إ اܳأ݄ܹ٭۰ ۱ڍه أن ඔ൹ً
اܳأ݄ܹ٭۰. ୒ୖڍه

4�.4 ਗ৻ۑ଄૵

ً؇ܳأఈఃڢ۰: � اܳأ݄ܹ٭۰ ،R∗ × R ሒᇭ (x�, y�) و (x, y) ႟ၽܳ َأݠف،

(x, y) � (x�, y�) = (xx�, xy� + y)

႟ၽܳو (x, y) ∈ R∗×R ႟ၽܳ (x, y)n ૭૖ޔ ࢻࣖاܳ٭۰؟ إ ሒሃ ۱ܭ زਵਦة. (R∗×R, �) أن أཿྟب
.n ∈ N∗

5�.4 ਗ৻ۑ଄૵

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ◦ اଫଐܳ܋٭ص ڢ؇َިن ،R আॻ༟ َأݠف

x ◦ y = x+ y − 2, ∀x, y ∈ R
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ࢻࣖاܳ٭۰. إ زਵਦة (R, ◦) أن ඔ൹ً .1

.x(n+1) = x(n) ◦ x و x(1) = xَأݠف .n ∈ N ܳ٭ܝ݆ .2

.x(4) و ;x(3) ;x(2) اۋފص (ا)

.x(n) = nx− 2(n− 1) :n ∈ N ႟ၽܳ أَ۬ ඔ൹ً (ب)

.(R, ◦) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة (A, ◦) أن ඔ൹ً .A = {x ∈ R | xሒᇚزو } ܳٺܝ݆ .3

6�.4 ਗ৻ۑ଄૵

஼ணݠৎ৊ Z(G) = {x ∈ G | ∀y ∈ G,xy = yx} ًـ ਲ਼ਦوߖߵ زਵਦة، (G, ·) ܳٺܝ݆ :3 દઊاࡺ࢘ࢦݠ
.G

.G ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة Z(G) أن ඔ൹ً .1

.Z(G) = G Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ࢻࣖاܳ٭۰ إ G أن ඔ൹ً .2

7�.4 ਗ৻ۑ଄૵

fa : G→ G ᄭᄟاᄴᄟا ؜ਵف ،a ∈ G أ༥ܭ ݆݁ .e ො੼؇ࢴࣖ ๤ཡًأٷ ࢻࣖاܳ٭۰ إ ଫଃ༚ زਵਦة (G, ·) ܳٺܝ݆
ً؇ܳأఈఃڢ۰:

fa(x) = a · x · a−1

.(G, ·) ይዧݞਵਦة ঌॻ༠دا ႟၍؇૰૜ fa أن ඔ൹ً .1

.fa ◦ fb = fa·b ،a, b ∈ G ႟ၽܳ أَ۬ ොູگݑ .2

اܳأܝފ٭۰. ؇ዛውܳدا و༡ڎد ّگ؇ًܹ٭۰ fa أن ඔ൹ً .3

8�.4 ਗ৻ۑ଄૵

و � ඔ൹اܳأ݄ܹ٭ٺ َأݠفّ .ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ وا๤ཟܳب ࠯࠵࠾݄ؕ 1 و 0 ො੼؇ࢴࣖة ๤ཛྷ؇ًأٷ ༡ܹگ۰ (A,+, ·) ܳٺܝ݆
:A আॻ༟ �

∀a, b ∈ A, a � b = a+ b+ 1
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∀a, b ∈ A, a � b = a · b + a+ b

༡ܹگ۰. (A, �, �) أن ඔ൹ً .1

ި۱ f(a) = a − 1 ً؇ܳأఈఃڢ۰ اৎ৊أޚް f : (A,+, ·) → (A, �, �) اܳٺޚٴ٭ݑ أن ඔ൹ً .2
࠯࠵࠺ܹگ؇ت. ݁ޚ؇ًݑ ႟၍؇૰૜

9�.4 ਗ৻ۑ଄૵

ۋگܭ. Q(i) = {a+ bi | a, b ∈ Q} أن ඔ൹ً
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