
৖৑ݿٺܝލ؇ف لݑ اܳޚݠ ۳ஓ୷ڎّ ؇ᆙᆘ ،௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊ٷޚݑ ݆݁ ሌᇿو৙৑ا ๤ཛྷ؇اܳأٷ ቕሹّگڎ আॻ༟ ๤ཡݿٷگٺ اܳڰݱܭ، ۱ڍا ሒᇭ

؇ୖ୒ఈః༠ ݆݁ ૭૙ྥٷٺھ มฆܳا ଫଃاܳٺڰܝ ᆇᅦܹ٭۰ أي ا፳፞༕ھ، دراݿ۰ أَ۬ আॻ༟ اৎ৊ٷޚݑ لأُݠفّ .๴ང؇ݿ৙৑ا اࠍ੆گܭ ୒ୖڍا أᆇᅦݑ
ଫଃ༚و اܳݱۜ٭ں ଫଃاܳٺڰܝ ඔ൹ً ଩ଃٺ݄٭ይዧ ݁ٷޙܾ إޗ؇ر ଫଃّިڣ ሌᇿإ اৎ৊ٷޚݑ ௡ਤ૭૏ ۏ۱ިݠه، ሒᇭ ݁گڎ݁؇ت. ݆݁ اݿྥٷٺ؇༥؇ت
݆݁ اݿྥٷٺ؇༥؇ت اݿٺఈః༱ص ؇ዛኞ ஓ୷ܝ݆ มฆܳا ۰༟و๤དྷৎ৊ا اܳިݿ؇فܭ ඔ൹ّگٷ اৎ৊ٷޚݑ ොຬ؇ول أරඝى، ًأٴ؇رة اܳݱۜ٭ں.

݁أ٭ٷ۰. ݁أߺࠊ݁؇ت

࠯࠵࠺۠ھ. ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اည৊ܝިَ؇ت ّأُڎ ؇ዛኡ৙৑ ا৵৩ৠܭ، دراݿ۰ ً ৖৑أو ෠ຬص ا፳፞༕ھ، ᄴᄟراݿ۰

اڤؠ۠מ١ :1�.1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

༠؇ޗ۰٪. أو ۰༲٭ොේ إ݁؇ ᄭᄥᆇᅹ ሒሃ اڤؠ۠מ١

—ً ؇ਃಾذا اৎ৊ٺٷ؇ڢݯ۰ وا৵৩ৠܭ ،ਵਦوا৙৑وا واܳٺأ۠ٴ؇ت، ،ᄭᄥ٪ݿ৙৑؇ڣ ڢݯ؇ل؇. ଫଊّأُٺ ا৵৩ৠܭ ႟၍ ྘ܳފب ،ዻዧذ ؕ݁
.؇ዛዀَڰ أو ؇ዛኤ؇ਊುإ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ — ۰ਃಾ৚৑ا ᄭᄥ݁ټ৙৑ا ݁ټܭ

1�.1 ڲ׭ոل

݁ٷޚݑ؟ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ۱ܭ .1

ਵਦۋٴ؇ً! .2
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ّڰݞع. ৖৑ .3

༠؇ޗ۰٪. ᄭᄥ৵৩ৠا ۱ڍه .4

... ،R ،Q ،P ݁ټܭ ܋ٴଫଃة ྘ོ৖৑ٷ٭۰ أරඞف ً؇ݿٺ༱ڎام ً ༟؇دة اܳگݯ؇ل؇ ሌᇿإ ਲ਼ਦُߌߵ
.(F (أو 0 اܳگ٭۰݄ ؇ዛዀَأُޚ ༠؇ޗ۰٪، ೑಻Ⴄ၍ وᎂذا ،(T (أو 1 اܳگ٭۰݄ ؇ዛዀَأُޚ ،۰༲٭ොේ اܳگݯ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

P

1
0

P ܳگݯ٭۰ اܳݱڎق ༥ڎول :1�.1 ༥ڎول

:2�.1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اܳگݯ؇ل؇: ݆݁ ༟ިَ؇ن ۱ٷ؇ك
أරඝى. ڢݯ؇ل؇ ݆݁ ਐಾܝިنّ ৖৑ ڢݯ٭۰ ሒሃ ل۰ اᄳᄟر اܳگݯ٭۰

أරඝى. ڢݯ؇ل؇ ݆݁ ਐಾܝިنّ ًܭ ل۰، ذر ྘ܳފب ڢݯ٭۰ ሒሃ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اܳگݯ٭۰

2�.1 ڲ׭ոل

.۰༲٭ොේ ڢݯ٭۰ — اࠍ੊ݞا߉ߵ" ۰ᆙᆗ؇༟ ሒሃ "اࠍ੊ݞا߉ߵ .1

.۰༲٭ොේ ڢݯ٭۰ — "2 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ 16" .2

༠؇ޗ۰٪. ڢݯ٭۰ — "2 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ 19" .3

اଫଐܳ܋٭ص. ۱ڍا ݆݁ أݿ؇ݿ٭۰ أَިاع ᆇᅴފ۰ ۱ٷ؇ك ّأگ٭ڎاً. ଫ଒أ܋ ڢݯ؇ل؇ દઊިܳٺܝ ෛ੼ٺܹڰ۰ ًޚݠق اܳگݯ؇ل؇ ༇ံد ஓ୷ܝ݆
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اڤרކޜ :3�.1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

P̄ ڣ؆ن ۰༲٭ොේ P ೑಻Ⴄ၍ إذا ොຳ٭ت ،(" P " (أي P̄ ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ ڢݯ٭۰ ި۱ P ݁أ٭ٷ۰ ڢݯ٭۰ ሒᇭ
.۰༲٭ොේ ّܝިن P̄ ڣ؆ن ༠؇ޗ۰٪ P ೑಻Ⴄ၍ وᎂذا ༠؇ޗ۰٪، ّܝިن

:3�.1 ڲ׭ոل

اܳأٴ؇رة. َࠕࠫ ቕቆ إَ۬ َگިل ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ .3 + 8 �= 5 ި۱ 3 + 8 = 5 اܳأٴ؇رة َࠕࠫ .1

."١ֵ دور ڤ༉ۻ֙ اݾ঻מ༐מ١ ႞႐اႥ႐ا" اܳگݯ٭۰ لأޚ޶ "١ֵ دور ( ) اݾ঻מ༐מ١ ႞႐اႥ႐ا" اܳگݯ٭۰ َࠕࠫ .2

زوۏ٭ً؇". ྘ܳݴ 5 "اܳأڎد ި۱ "ሒᇚزو 5 "اܳأڎد اܳأٴ؇رة َࠕࠫ .3

P̄ P
0 1
1 0

P̄ اܳگݯ٭۰ ݬڎق ༥ڎول :2�.1 ༥ڎول

اڤܙ۝ڞ :4�.1 ׂ֔ۑֵ؉

اܳިݬܭ) ඹජأي ް݄૭૜) ඔ൹ٺ྘ڢݯ اොູ؇د ݆݁ ਐಾܝިن ਵਦ܋ٴ۰ ڢݯ٭۰ ި۱ (Conjunction) ܳިݬܭ
اܳݱڎق ༥ڎول ᄩᄟو (A ∧B) ًـ B و A ඔ൹ٺ྘اܳگݯ ඔ൹ً ܳߺࠊݬܭ ਲ਼ਦُߌߵ "و". اෂීًޔ أداة ً؇ݿٺ༱ڎام

:ሒᇿ؇اܳٺ
.ඔ൹٭ۜٺොේ B و A ݆݁ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا وڣگޔ إذا ۰༲٭ොේ A ∧B ّܝިن

.A ∧B اܳأٴ؇رة ሒᇭ (Conjuncts) اܳިݬܭ ඹජأي B و A ް݄૭૜

:4�.1 ڲ׭ոل

ܳٷڰݠض: .1
اܳ٭ިم. ݁ލ݄ݴ ި੊اࠍ : P1
داڣ۰٪. اࠍ੆ݠارة ۰༥در : P2
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P ∧Q Q P
1 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0

P ∧Q اܳأٴ؇رة ݬڎق ༥ڎول :3�.1 ༥ڎول

داڣ۰٪. اࠍ੆ݠارة ۰༥ودر اܳ٭ިم ݁ލ݄ݴ ި੊اࠍ :P1 ∧ P2 :ި۱ ඔ൹ٺ྘اܳگݯ ඔ൹ّ؇۱ وݬܭ ڣ؆ن

ܳٷڰݠض: .2
ᆇᅵݠاء. اܳފ٭؇رة :Q1

ݿٴ؇فܝ٭۰. ًأఈః༶ت ਲ਼ਦودة اܳފ٭؇رة :Q2
:ި۱ ඔ൹ٺ྘اܳگݯ ඔ൹ّ؇۱ وݬܭ ڣ؆ن

ݿٴ؇فܝ٭۰. ًأఈః༶ت وਲ਼ਦودة ᆇᅵݠاء Q1:اܳފ٭؇رة ∧Q2

(exclusive). واࠍ๤ཡ੆ي (inclusive) اܳލ؇݁ܭ "أو": ৙৑داة ෛ੼ٺܹڰ؇ن اݿٺأ݄؇৖৑ن ۱ٷ؇ك اܳޚٴ٭أ٭۰، اይዧ؞؇ت ሒᇭ
اࠍ๤ཡ੆ي، ఈዳዧݿٺأ݄؇ل وڣگً؇ أ݁؇ ."؇ᆇᆅఈ႙၍ أو ،B أو ،A "إ݁؇ :มฃّأ A أو B ڣ؆ن اܳލ؇݁ܭ، ఈዳዧݿٺأ݄؇ل وڣگً؇

."؇ᆇᆅఈ႙၍ ྘ܳݴ وܳـܝ݆ ،B أو A "إ݁؇ :ި۱ ปฃأৎ৊؇ڣ
.∨ :ި۱ ༠؇ݬً؇ رਲ਼ًਦا ݿٷگڎم ،ᄭᄥ݁؇اܳލ اෂීًޔ أداة ࡺ࢘ࢦټ٭ܭ

اڤءۢڞ :5�.1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

"أو". أداة ً؇ݿٺ༱ڎام ݁ڰݱ৖৑ިت) ް݄૭૜) ඔ൹ٺ྘ڢݯ رًޔ ݆݁ ਐಾܝިنّ ਵਦ܋ٴ۰ ڢݯ٭۰ ި۱ اܳڰݱܭ
.ඔ൹ޗ٪ٺ؇༠ B و A ݆݁ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا وڣگޔ إذا ༠؇ޗ۰٪ A ∨B ّܝިن

(Disjuncts). ݁ڰݱ৖৑ިت B و A ް݄૭ُ૜و ،ఈًఃڣݱ A ∨B ް݄૭ُ૜
:ঌॻل პაႰ A ∨B ይዧأٴ؇رة اܳݱڎق ༥ڎول
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A ∨B B A
1 1 1
1 1 0
1 0 1
0 0 0

A ∨B اܳگݯ٭۰ ݬڎق ༥ڎول :4�.1 ༥ڎول

:5�.1 ڲ׭ոل

ܳٷڰݠض: .1

P1 : ஓُ୷ޚݠ. ُ إَ۬
P2 : ༟؇ݬژ. ި੊اࠍ

:ި۱ ඔ൹ٺ྘اܳگݯ ඔ൹ّ؇۱ ڣݱܭ ڣ؆ن

P1 ∨ P2 : ༟؇ݬژ. ި੊اࠍ أن أو ஓُ୷ޚݠ أَ۬ إ݁؇

ܳٷڰݠض: .2

Q1 : ل۰. ި٪݁ 25 ڣިق اࠍ੆ݠارة ۰༥در
Q2 : ਵਦّڰؕ. اෂීޗ۰ًި ݁ފٺިى

:ި۱ ඔ൹ٺ྘اܳگݯ ඔ൹ّ؇۱ ڣݱܭ ڣ؆ن

Q1 ∨Q2 : ਵਦّڰؕ. اෂීޗ۰ًި ݁ފٺިى أو ل۰ ި٪݁ 25 ڣިق اࠍ੆ݠارة ۰༥در

ሒሃ "3 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ 10 و"اܳأڎد ،۰༲٭ොේ ؜ٴ؇رة ሒሃ "2 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ 10 "اܳأڎد .3
.۰༲٭ොේ ؜ٴ؇رة P ∨Q ྘ྲྀٷ݄؇ ༠؇ޗ۰٪، ؜ٴ؇رة P ∧Q إذن، ༠؇ޗ۰٪. ؜ٴ؇رة

''P `` اܳأٴ؇رة ް݄૭ُ૜ اڤ෕ໃ܈מ١. اڤ֔ץոرة ྾ངا ''Q ڣ؆ن ،P Ⴄ၍ن ``إذا اܳݱ٭؞۰ ݆݁ اܳأٴ؇رة আॻ༟ ੯੩ُلޚ

ڣ؆ن ،P Ⴄ၍ن ``إذا ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ألݯً؇ ஓ୷ܝ݆ ا༖۰ेूר׫ոج. أو ᆃᅰոاڤ׫ ''Q`` اܳأٴ؇رة ް݄૭ُ૜و اڤءۑۛמ١، أو م Ԑؠّ׿िऻا
.Q ܳـ ပ྾ف ෕ຸط P إن اܳگިل ሒሃ ؇ዛዊ؜ ଫଃٺأٴይዧ أරඝى لگ۰ وޗݠ .P ܳـ ूेزم ෕ຸط Q إن ً؇ܳگިل ''Q
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واڤ׫ပ࿮ؔ܎ ا۰ेू׫ڪۏام :6�.1 ׂ֔ۑֵ؉

݁ٷޚگ٭ٺ؇ن. ؜ٴ؇رّ؇ن Q و P أن ܳٷڰݠض

.(Implication) ෕ຸ܈מ١ ް݄૭ُ૜ ("Q ૭૜ٺܹݞم P " (ّگُݠأ: P ⇒ Q ႟ၽاܳލ ݆݁ اܳأٴ؇رة .1

ް݄૭ُ૜ ."۰༲٭ොේ Q ڣ؆ن ،۰༲٭ොේ P ೑಻Ⴄ၍ "إذا ይዧأٴ؇رة: ݁ٷޚگ٭ً؇ Ⴄၽ݁ڣ۰٪ P ⇒ Q اܳأٴ؇رة
.۰༶اܳٷྥ٭ Q ް݄૭ُ૜و اܳڰݠݪ٭۰)، (أو اৎ৊گڎ۰ّ݁ P

:5�.1 اࠍ੊ڎول ሒᇭ ༃ّ݁ިࡵ ި۱ პაႰ P ⇒ Q ይዧأٴ؇رة اܳݱڎق ༥ڎول ل؇ݪ٭ً؇، ر

ပ࿮ׂؔ܎اً ް݄૭ُ૜ (P ⇐⇒ Q ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߌߵ) "Q إذا وڣگޔ إذا P " ႟ၽاܳލ ݆݁ اܳأٴ؇رة .2
(P ⇒ Q) ∧" ይዧأٴ؇رة: ݁ٷޚگ٭ً؇ Ⴄၽ݁ڣ۰٪ P ⇐⇒ Q اܳأٴ؇رة .(Equivalence)

.P ૭૜ٺܹݞم Q و Q ૭૜ٺܹݞم P أن أي ،"(Q⇒ P )

ඔ൹ޗ٪ٺ؇༠ أو ඔ൹٭ۜٺොේ Q و P ݆݁ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا ۰༲٭ොේ ّܝިن P ⇐⇒ Q اܳأٴ؇رة
اࠍ৖৑؇੆ت. ሒᇬ؇ً ሒᇭ ༠؇ޗ۰٪ وّܝިن ݁أً؇،

:6�.1 اࠍ੊ڎول ሒᇭ ༃ّ݁ިࡵ ި۱ პაႰ P ⇐⇒ Q ይዧأٴ؇رة اܳݱڎق ༥ڎول ل؇ݪ٭ً؇، ر

P =⇒ Q Q P
1 1 1
0 0 1
1 1 0
1 0 0

P =⇒ Q اܳأٴ؇رة ݬڎق ༥ڎول :5�.1 ༥ڎول

P ⇔ Q Q P
1 1 1
0 1 0
0 0 1
1 0 0

P ⇔ Q اܳأٴ؇رة ݬڎق ༥ڎول :6�.1 ༥ڎول
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:1�.1 ڲ୹୴ؼ܊١

اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اܳأٴ؇رة ڣ؆ن ݁ٷޚگ٭۰، ؜ٴ؇رات ఈఃٔث R و Q و P ೑಻Ⴄ၍ إذا اܳأ݄ܹ٭۰، اৎ৊݄؇رݿ۰ ሒᇭ .1
.(P ⇒ Q⇒ R) ᄔჼ۱ا: ๤ཡٺෛ੼ ႟ၽ૰૖ ّܝُٺص (Q⇒ R و P ⇒ Q)

ᄔჼ۱ا: ๤ཡٺෛ੼ ႟ၽ૰૖ ّܝُٺص (Q ⇔ R و P ⇔ Q) اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اܳأٴ؇رة ڣ؆ن وً؇ৎ৊ټܭ،
.(P ⇔ Q⇔ R)

.P ⇒ Q ይዧأٴ؇رة (Converse) اৎ৊أܝިس Q⇒ P اܳأٴ؇رة ް݄૭ُ૜ .2

ֲۘո শۢاݾ 1�.2�.1

:7�.1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ਵਦ܋ٴٺ؇ن). أو (૭૖٭ޚٺ؇ن ݁ٷޚگ٭ٺ؇ن ؜ٴ؇رّ؇ن Q و P أن ܳٷڰݠض

༠؇ޗ۰٪، Q ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ ༠؇ޗ۰٪ P ೑಻Ⴄ၍و ،۰༲٭ොේ Q ّܝިن ؜ٷڎ݁؇ ۰༲٭ොේ P ೑಻Ⴄ၍ إذا .1
ሌᇿإ ਲ਼ਦوߖߵ ،ոًڲר܋ؠמ ڲ׫ပ࿮ؔכ׫ոن ؇݄ዛኡأ أو اܳݱڎق، ༥ڎول َڰݴ ؇݄ୖ୒ Q و P إن َگިل ؇਍಻؆ڣ

.P ⇔ Q ًـ ዻዧذ

.ոًڲר܋ؠמ അ೪ؔכ׫ပ࿮ڲ׫ જੴ຋ ؇݄ዛኡأ আॻ༟ ᄭᄟ৖৑ᄴፁዧ P � Q َܝٺص اৎ৊أ؇܋ފ۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ .2

:6�.1 ڲ׭ոل

ڣ؆ن: ݁ٷޚگ٭۰، ؜ٴ؇رات ఈఃٔث R و Q و P أن ܳٷڰݠض

. ¯̄P ⇔ P .1

.(P ∨ P ) ⇔ P وً؇ৎ৊ټܭ ،(P ∧ P ) ⇔ P .2

.(P ∨Q)⇔ (Q ∨ P ) ،(P ∧Q)⇔ (Q ∧ P ) .3

.(P ∨Q) ∨R⇔ P ∨ (Q ∨R) ،(P ∧Q) ∧R⇔ P ∧ (Q ∧R) .4

.P ∧ (Q ∨ P ) ⇔ P .5

.(P ⇔ Q)⇔ (Q⇔ P ) .6
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.P∨(Q∧R) ⇔ (P∨Q)∧(P∨R) ،P∧(Q∨R) ⇔ (P∧Q)∨(P∧R) .7

.P ∨Q⇔ P ∧Q ،P ∧Q⇔ P ∨Q .8

؜݆ اܳٷޙݠ ً؞ݥ ۰༲٭ොේ ((P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ R)) ⇒ (P ⇒ R) اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اܳأٴ؇رة .9
.R و Q و P ይዧـ اܳݱڎق ڢࡗࡲ

؜݆ اܳٷޙݠ ً؞ݥ ۰༲٭ොේ ((P ⇔ Q) ∧ (Q⇔ R)) ⇒ (P ⇔ R) اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اܳأٴ؇رة .10
.R و Q و P ይዧـ اܳݱڎق ڢࡗࡲ

.(P ⇒ Q)⇔ (P ∨Q) .11

.(P ⇒ Q)⇔ (P ∧Q) .12

.(P ⇒ Q)⇔ (Q⇒ P ) .13

.(P ⇔ Q) ⇔ ((P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P )) .14

:8�.1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

إذا ොຳ٭ت ،ଫଃ݁ٺ؞ আॻ༟ ොູٺިي ᄭᄥᆇᅹ ሒሃأ E আॻ༟ (Predicate) ١ຒء׫ܙिऻا ႞႖०ग़॑ا .۰༟ިᆇ୞୘ E ܳ٭ܝ݆
ڢݯ٭۰. আॻ༟ ොຶݱܭ ،E ݆݁ ๤ཡًأٷ ଫଃٺ؞ৎ৊ا لݥ ّأި ቕቆ

.P (x) ਲ਼ਦීෂ؇ً x ଫଃٺ؞ৎ৊ا আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا ۰༡ިڰٺৎ৊ا ᄭᄥ݄࠯࠵࠾ ਲ਼ਦߖߵ

:7�.1 ڲ׭ոل

۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ (Predicate) ۰༡ި݁ڰٺ ᄭᄥᆇᅹ ሒሃ "2 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ n " ًـ اৎ৊أݠڣ۰ P (n) اܳأٴ؇رة
ොේ٭ں ًأڎد nَأُިض ؜ٷڎ݁؇ (Proposition) ڢݯ٭۰ اܳأٴ؇رة ۱ڍه ّݱٴں .N اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༟৙৑ڎاد

اৎ৊ټ؇ل: ݿྟ٭ܭ আॻ༟ .ඔّ൹݁أ
،10 ً؇ܳأڎد nّأިلݥ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ ،"2 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ 10" ًـ اৎ৊أݠڣ۰ P (10) اܳگݯ٭۰ .1

ොේ٭۰༲؛ ؜ٴ؇رة ሒሃ

،11 ً؇ܳأڎد nّأިلݥ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ ،"2 ݁ݯ؇؜ڰ؇ت ݆݁ 11" ًـ اৎ৊أݠڣ۰ P (11) اܳگݯ٭۰ .2
༠؇ޗ۰٪. ؜ٴ؇رة ሒሃ
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ڲჸႱڵ١ ոֵո۠ؓ ް݄૭ُ૜ ༥ڎࢴࣖة ڢݯ؇ل؇ إ૰૙؇ء ஓ୷ܝٷٷ؇ ،E ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ ݁أݠڣ۰ P (x) ۰༡ި݁ڰٺ ᄭᄥᆇᅹ ݆݁ اَޚఈఃڢً؇
."(∀) ႟ၽܳ"و "(∃) "ل༥ިڎ :ඔ൹٭ٺᆇᅀܳا ً؇ݿٺ༱ڎام ( )

:9�.1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

.E ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ ݁أݠڣ۰ ۰༡ި݁ڰٺ ᄭᄥᆇᅹ P (x) ܳٺܝ݆

("๤ཡ؜ٷ ႟ၽܳ" ألݯً؇ لگُ؇ل (و "႟ၽܳ" ّ ુળاܳـ ( ᆃᄴاڤـڎܙ (اჸႱिऻگ .1

۰༲٭ොේ ሒሃو ،"∀x ∈ E, P (x)" اპّაჂည৊ة اܳگݯ٭۰ لژ ܳٺأݠ و૭ُ૏ٺ༱ڎم ،∀ ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦُߌߵ
.E ݆݁ x ๤ཡ؜ٷ ႟ၽܳ ۰༲٭ොේ P (x) ೑಻Ⴄ၍ إذا

ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦُߌߵ ا৖৑ڢܭ" আॻ༟ "ل༥ިڎ ّ ુળاܳـ ( اڤܙـܙدي (اჸႱिऻگ .2

๤ཡ؜ٷ و༥ُڎ إذا ۰༲٭ොේ ሒሃو ،"∃x ∈ E, P (x)" اპّაჂည৊ة اܳگݯ٭۰ لژ ܳٺأݠ و૭ُ૏ٺ༱ڎم ،∃
.P (x) اܳأٴ؇رة ොຬگݑ x ∈ E ا৙৑ڢܭ আॻ༟ وا༡ڎ

:8�.1 ڲ׭ոل

أو ۰༲٭ොේ ّܝިن وڢڎ .R আॻ༟ ݁أݠڣ۰ ۰༡ި݁ڰٺ ᄭᄥᆇᅹ ሒሃ "x2 + 2x − 3 ≤ 0" اܳأٴ؇رة .1
.x ڢ٭۰݄ ۋފص ༠؇ޗ۰٪

ሒሃو პّაჂ݁ة. ݁ٷޚگ٭۰ ڢݯ٭۰ ሒሃ "∀x ∈ [−3, 1], x2 + 2x− 3 ≤ 0" اპّაჂည৊ة اܳگݯ٭۰
ال ሌᇿإ ཯ྡྷٺ݄޶ x ႟ၽܳ اܳݱڰݠ ૭૏؇وي أو ݿ؇ܳٴً؇ لܝިن x2 + 2x− 3 اৎ৊گڎار ৙৑ن ۰༲٭ොේ

.[−3, 1] ੯੩؞ৎ৊ا ا௯௫௵؇ل

๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ َ۬৙৑ ༠؇ޗ۰٪، ڢݯ٭۰ ሒሃ "∀x ∈ N, (n − 3)n > 0" اპّაჂည৊ة اܳگݯ٭۰ .2
اܳأٴ؇رة ොູگݑ ৖৑ (n = 3 أو ،n = 2 أو ،n = 1 أو ،n = 0 (݁ټܭ N ሒᇭ n

."(n− 3)n > 0"

༟ڎد ا৙৑ڢܭ) আॻ༟) ل༥ިڎ َ۬৙৑ ،۰༲٭ොේ ڢݯ٭۰ ሒሃ "∃x ∈ R, x2 = 4" اპّაჂည৊ة اܳگݯ٭۰ .3
و2. −2 اܳأڎدان و۱ި ،x2 = 4 ොຬگݑ وا༡ڎ ۋگ٭ࠔࠫ
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ا၏ّ၁ဳཻऻة ոֵո۠اڤؠ ֿކޜ ؓܙاຐ׿ 1�.3�.1

ّܝިن ොຳ٭ت E ሒᇭ x ๤ཡ؜ٷ «ل༥ިڎ :ި۱ «۰༲٭ොේ P (x) ّܝިن ،E ሒᇭ x ๤ཡ؜ٷ ႟ၽܳ» اܳأٴ؇رة َࠕࠫ .1
༠؇ޗ۰٪». P (x)

(∀x ∈ E, P (x)) ⇔ (∃x ∈ E, P (x))

ّܝިن ،E ሒᇭ x ๤ཡ؜ٷ ႟ၽܳ» :ި۱ «۰༲٭ොේ P (x) ّܝިن ොຳ٭ت E ሒᇭ x ๤ཡ؜ٷ «ل༥ިڎ اܳأٴ؇رة َࠕࠫ .2
༠؇ޗ۰٪». P (x)

(∃x ∈ E, P (x)) ⇔ (∀x ∈ E, P (x))

:9�.1 ڲ׭ոل

اܳأٴ؇رة: َࠕࠫ .1
(∀x ∈ [0,+∞[, (x2 ≥ 1))

:ި۱
(∃x ∈ [0,+∞[, (x2 < 1)).

اܳأٴ؇رة: َࠕࠫ .2
(∃z ∈ C, z2 + z + 1 = 0)

:ި۱
(∀z ∈ C, z2 + z + 1 �= 0).

اܳگݯ٭۰: َ؊༠ڍ ،ًఈఃټᆇᅫ اৎ৊ݠ܋ٴ۰. اܳأٴ؇رات َࠕࠫ ۰ً؇঺঒ اܳݱأص ݆݁ ྘ܳݴ .3

∀x ∈ R, ∃y > 0 (x+ y > 10),

:ި۱ ؇ዛዀڣٷڰ
∃x ∈ R, ∀y > 0 (x+ y ≤ 10).

:2�.1 ڲ୹୴ؼ܊١

اৎ৊ٷޚگ٭ٺ؇ن: ا৵৩ৠܹٺ؇ن اৎ৊ټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ ༥ڎاً. ܾዛᔻ اᆇᅀৎ৊݄؇ت ߙߵ྘ོص

∀x ∈ R, ∃y > 0 (x+ y > 10) و ∃y > 0, ∀x ∈ R, (x + y > 10)
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༟ڎد إ෠ຬ؇د ஓ୷ܝٷٷ؇ ،x ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟ၽܳ" :มฃّأ ؇ዛኡ৙৑ ،۰༲٭ොේ ሌᇿو৙৑ا .ปฃأৎ৊ا ሒᇭ ඔ൹݁ٺ݄؇ܹٔٺ ྘ܳފٺ؇

.؇ًஓ୴دا ᆙᆘܝ݆ ਵਦأ و۱ި ،"x+ y > 10 ොຳ٭ت y ݁ިۏص
႟ၽܳ x + y > 10 ොຬگݑ وا༡ڎ y ݁ިۏص ༟ڎد "ل༥ިڎ :มฃّأ ؇ዛኡ৙৑ ༠؇ޗ۰٪، ڣ۳޶ ،۰ਃ಻؇اܳټ أ݁؇

،x + y = 101 > 10 ڣ؆ن ،y = 1 و x = 100 أ༠ڍَ؇ إذا ً ఈః݁ټ) ݁ފٺۜ٭ܭ و۱ި ،"x ∈ R
.(x + y = −99 < 10 ڣ؆ن x = −100 أ༠ڍَ؇ إذا ܳـܝ݆

ل؇ݪ٭؇ت. ීෂا ሒᇭ ૭ُ૜ٺ༱ڎم มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ଫଃاܳٺڰܝ أஓ஁؇ط ۰༥ڍஓ஁ ި۱ ا৙৑ول اܳڰݱܭ ሒᇭ اܳگݯ؇ل؇ ݁ٷޚݑ ݆݁ ا୒ୖڎف
اৎ৊ٷޚࠔࠫ. ا৖৑ݿٺڎ৖৑ل ሒᇭ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ اܳޚݠق ًأݥ ঌॻل ڣ٭݄؇

Proofs Universal 1�.4�.1
اܳأٴ؇رة ਊು৕৑؇ت .(∀ ًـ ؇ዛዊ؜ ଫଊأৎ৊ا) اܳأ؇۰݁ اᆇᅀܳ٭۰ আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا اܳأٴ؇رات إਊು؇ت ሌᇿإ ߓߵا۱٭ྡྷٷ؇ ሌᇿأو ዛኤڎف

݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ (E اܳڰݯ؇ء ݆݁ x ႟ၽܳ ۰༲٭ොේ P (x) أن มฃّأ มฆܳوا) ∀x ∈ E, P (x)

୒ୖڍا ཹྥٴؕ اܳڰݠݪ٭؇ت. ጥ጑ّ ً؇ڣଫଐاض ،P (x) اࠍ੅؇ݬ٭۰ ොຬگݑ x ๤ཡ؜ٷ ႟၍ أن ਊು؆࿓؇ت َگިم اܳڰݠݪ٭؇ت،
:ሒᇿ؇اܳٺ ا௰௯௫ޚޔ اܳ؞ݠض

universe the in object an be a LetE −→ ProveP (a).

اڤءۑق ڲڎ֦֔ ෕ෂණ إոॻలت :10�.1 ڲ׭ոل

أن: ਊು৕৑؇ت
∀x ∈ R, (x− 1)3 = x3 − 3x2 + 3x− 1

اܳأఈఃڢ۰. ۰ොේ ݆݁ ౫౜రگݑ ቕ቉ ܋٭ࠕࠫ ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ً؇ۊٺ٭؇ر َگިم

Proof

ڣ؆ن .a ∈ R ܳ٭ܝ݆

(a− 1)3 = (a− 1)(a− 1)2

= (a− 1)(a2 − 2a+ 1)

= a3 − 3a2 + 3a− 1.

13



( ) اڤܙـܙد١ֵ അ೪ا٢જ੻اڤ 2�.4�.1

أ༥ܭ: ݆݁ ߓߵ۱؇ن ۰ً؇঺঒ ߖߵࢴࣖ ؇਍಻أ ܳٷڰଫଐض

∃x ∈ E, P (x)

.P (x) اܳأٴ؇رة ොຬُگݑ E ۰༟ި݄௵௯௫ا ݆݁ ً وا༡ڎا ً ؜ٷ๤ཡا ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ۱ٷ؇ك أن َޙ۳ُݠ أن ༟ܹ٭ٷ؇ ෠ຬص أَ۬ มฃلأ ۱ڍا
.๤ཡاܳأٷ ۱ڍا إ෠ຬ؇د ሒሃ ዛᔻ݄ٺٷ؇ وّܝިن

(Candidate). "؇ًොஙਵਦ" ๤ཡاܳأٷ ۱ڍا ް݄૭ُ૏و ،P (x) ොຬگݑ أَ۬ َأٺگڎ ً ؜ٷ๤ཡا ෛຶٺ؇ر ݁ٴ؇๤ཇةً، ዻዧتذ؇ਊು৕৑
.P (x) ොຬُگݑ ఈًఃڣأ أَ۬ ౫౜రگݑ ዻዧذ ًأڎ

๤ཇ؇ٴৎ৊ا اܳިۏިدي ا۱ଫଊܳ؇ن ް݄૭૏ ඔ൹۱اଫଊܳا ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا

( ) ෕ຸոץिऻا ا۰ेू׫׿ूेل 3�.4�.1

ոॻయոּع ո ً۠ أֵ ١ຣ്מോ Q أن ٢જ੻ֿڷ ᇆᆺ ١ຣ്מോ P أن ֿءજઁض .١ຣ്מോ P ⇒ Q اڤ֔ץոرة أن അِّ೪ॻُబ أن ࠥࡇ ݇ݦ
اڤ׫ոڤמ١: اݾশ܋ܙات

(ا๤དྷܳط). اৎ৊گُڎ۰ِّ݁ اڣଫଐض .1

݁ٷ؇ݿٴ۰. ݬ٭؞۰ ሌᇿإ اৎ৊گڎ۰ّ݁ ߙߵۏܾ .2

اਊು৕৑؇ت. ۱ڎف ਐಱݯں ොຳ٭ت ۰༶اܳٷྥ٭ ߙߵۏܾ .3

.۰༶اܳٷྥ٭ اݿྥٷٺھ .4

11�.1 ڲ׭ոل

،4 | x Ⴄ၍ن إذا ،x ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ اܳٺ؇ܳ٭۰: ይዧأٴ؇رة ڣگݠي إਊು؇ت ۰ً؇൞ശܳ ๤ཇ؇ٴৎ৊ا اਊು৕৑؇ت ૭૙ٺ༱ڎم
.ሒᇚزو ༟ڎد x ڣ؆ن

1�.1 ݄ݦո٢ن

؇݁ ොේ٭ں ༟ڎد أ༥ܭ ݆݁ a = 4k أن أي ،4 আॻ༟ اܳگފ۰݄ لگٴܭ a اܳݱۜ٭ں اܳأڎد أن َڰଫଐض
أن: َأ޺޾ ܳـܝ݆ .l ොේ٭ں ༟ڎد أ༥ܭ ݆݁ a = 2l أن ඔّ൹ਊ಻ أن ༟ܹ٭ٷ؇ ෠ຬص .k

a = 4k = 2 · (2k).

.ሒᇚزو ༟ڎد a أن أي ،a = 2l لܝިن و݁ٷ۬ ،l = 2k َ؊༠ڍ و༟ܹ٭۬،
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( ) اڤרؠמۖ ոּڤ֔ڎۥ ا۰ेू׫׿ूेل 4�.4�.1

اܳأܝݴ إਊು؇ت ި۱ اܳٴڎلܭ .๤ཇ؇݁ٴ ႟ၽ૰૖ ๤ཇޗ٭۰ ؜ٴ؇رة إਊು؇ت اܳݱأص ݆݁ لܝިن ا৙৑ۋ٭؇ن ًأݥ ሒᇭ
اࠍ੅ޚިات. ݆݁ أڢܭ ༟ڎداً ਐಱޚܹص أو أዝངܭ لܝިن ڢڎ واᄳᄟي اܳٷگ٭ݥ،

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٺႤၽڣޝ আॻ༟ ۰਍ಱ؇ٴৎ৊؇ً ا৖৑ݿٺڎ৖৑ل لأٺ݄ڎ

(P ⇒ Q) ⇔ (Q⇒ P ). (1)

ّܝިن P ڣ؆ن ،۰༲٭ොේ Q ೑಻Ⴄ၍ إذا أَ۬ ڣأܹ٭ً؇ ݆۱ଫଊَ ؇਍಻؆ڣ ،P ⇒ Q اܳأٴ؇رة إਊು؇ت أردَ؇ إذا ،ዻዧᄳᄟ
ألݯً؇. ۰༲٭ොේ

12�.1 ڲ׭ոل

ڣݠدي. n ڣ؆ن ڣݠدي n2 Ⴄ၍ن إذا n ොේ٭٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ اܳأٴ؇رة: ݆۱ଫଊَ أن ࢴࣖ ߖߵ

2�.1 ݄ݦո٢ن

اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰਍ಱ؇ٴৎ৊ا ݿྡྷټྟب ،๤ཇ؇݁ٴ إਊು؇ت ቕሹّگڎ ݆݁ ৖ً৑ࣖࢻ
.ሒᇚزو n2ڣ؆ن ሒᇚزو n Ⴄ၍ن إذا n ොේ٭٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ

༟ڎد n2 أن وਊು৕৑؇ت .k ؇݁ ොේ٭ں ༟ڎد أ༥ܭ ݆݁ n = 2k أن มฃلأ ۱ڍا زوۏ٭ً؇. ༟ڎداً n ܳ٭ܝ݆
ොຶފص: ،ሒᇚزو

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2 · (2k2),
.ሒᇚزو ༟ڎد n2 ڣ؆ن ،ቕ቉ و݆݁

( ) ոຒूेت ᅽᅰإ ոּڤ׫ؠۻ߈ߣ اոॻలॆूت 5�.4�.1

ஓ୷ܝ݆ P أن ዻዧذ ؕ݁ ఈఃَۋޓ .؇݁ ܳފྟصٍ ݬأص ۱ڍا وܳـܝ݆ ،P ⇒ Q إਊು؇ت ࢴࣖ ߖߵ ؇਍಻أ ܳٷڰଫଐض
.P ⇔ P1 ∨ P2 ∨ . . . ∨ Pn أن: ොຳ٭ت P1, P2, . . . , Pn ༥ިّڎ أَ۬ أي ৖৑؇༡ت. ሌᇿإ ّگފ٭۳݄؇

.P ⇒ Q أཿྟٺٷ؇ ڢڎ َܝިن ،i ႟ၽܳ Pi ⇒ Q إਊು؇ت اݿٺޚأٷ؇ ڣ؆ذا

13�.1 ڲ׭ոل

زوۏ٭ً؇. ༟ڎداً n3 − n اܳأڎد لܝިن ،n ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ أن: أཿྟب
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3�.1 ݄ݦո٢ن

ᄭᄟ؇੆واࠍ زوۏ٭ً؇، ༟ڎداً n ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ :ඔ൹ܳٺ؇༡ ሌᇿإ ً؇ܳٺگފࡗࡲ اܳأٴ؇رة ۱ڍه ਊು؆࿓؇ت ݿٷگިم

.؇ً࿌ڣݠد ༟ڎداً n ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا
ᆃᅋزو ຐ׿د n :ᅽᅰوॊूا ႞႐ոষاݾ

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ොේ٭ں. ༟ڎد k ۋ٭ت n = 2k أن لژ اܳٺأݠ ۋފص มฃلأ ڣ۳ڍا زوۏ٭ً؇، ༟ڎداً n Ⴄ၍ن إذا

n3 − n = (2k)3 − 2k = 8k3 − 2k = 2(4k3 − k).

.ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ሒᇚزو ༟ڎد n3 − n ڣ؆ن ،2 আॻ༟ ይዧگފ۰݄ ڢ؇ًܭ 2(4k3 − k) أن ؇ஓ୾و
ؔۑدي ຐ׿د n :١ॴబոاڤ׭ ႞႐ոষاݾ

إذاً: ොේ٭ں. ༟ڎد k ۋ٭ت n = 2k+ 1 أن لژ اܳٺأݠ ۋފص มฃلأ ڣ۳ڍا ،؇ً࿌ڣݠد ༟ڎداً n Ⴄ၍ن إذا

n3 − n = (2k + 1)3 − (2k + 1).

:ً৖৑أو ොຶފص
(2k + 1)3 = 8k3 + 12k2 + 6k + 1.

:ቕ቉ و݆݁

n3 − n = 8k3 + 12k2 + 6k + 1− (2k + 1) = 8k3 + 12k2 + 4k.

ألݯً؇ ሒᇚزو ༟ڎد n3 − n ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،2 আॻ༟ ይዧگފ۰݄ ڢ؇ًܭ 8k3 + 12k2 + 4k أن ఈఃَۋޓ
.ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ

৙৑ي ሒᇚزو ༟ڎد n3 − n أن ૭૙ྥٷٺھ ،ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ၯ၍ٺ؇ ሒᇭ ሒᇚزو ༟ڎد n3 − n أن أཿྟٺٷ؇ ؇਍಻أ ؇ஓ୾و
.n ොේ٭ں ༟ڎد

( ) اո۠िऻد िऻոּ׭ոل اڤո٢જ੻ن 6�.4�.1

႟ၽܳ ۰༲٭ොේ P (x) أن ݆۱ଫଊَ أن ෠ຬص ،۰༲٭ොේ ∀x ∈ E, P (x) ႟ၽاܳލ ݆݁ ؜ٴ؇رة أن ਊು৕৑؇ت
.x ∈ E

P (a) ّܝިن ොຳ٭ت a ∈ E ؜ٷ๤ཡاً ෠ຶڎ أن لܝࠕࠫ ༠؇ޗ۰٪ اܳأٴ؇رة ۱ڍه أن ਊು৕৑؇ت أරඝى، ۏ۰۳ ݆݁
༠؇ޗ۰٪.

.(∃x ∈ E, P (x) ި۱ ∀x ∈ E, P (x) اܳأٴ؇رة َࠕࠫ أن ா ّ֟ ணࣕ (ࣁ

.∀x ∈ E, P (x) ይዧأٴ؇رة (Counterexample) ڲո۠د ڲ׭ոل إ෠ຬ؇د ްّ݄૭ُ૏ a ๤ཡاܳأٷ ۱ڍا ݁ټܭ إ෠ຬ؇د
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:14�.1 ڲ׭ոل

༠؇ޗ۰٪. ؜ٴ؇رة ሒሃ ڣݠدل۰» ا৙৑وܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ႟၍» اܳأٴ؇رة: أن أཿྟب

4�.1 ݄ݦո٢ن

،2 اܳأڎد ި۱ اܳأٴ؇رة ୒ୖڍه ݁ݯ؇د ݁ټ؇ل ༠؇ޗ۰٪. ؜ٴ؇رة ሒሃ ڣݠدل۰» ا৙৑وܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ႟၍» اܳأٴ؇رة
اܳިڢب. َڰݴ ሒᇭ ሒᇚزو و༟ڎد ሒᇿأو ༟ڎد إَ۬ إذ

ڣ۳ڍا ،ሒᇚزو ༟ڎد 2 أن ؇ஓ୾و - َڰފ۬. আॻ༟و 1 আॻ༟ ৖৑إ اܳگފ۰݄ لگٴܭ ৖৑ َ۬৙৑ ሒᇿأو 2 اܳأڎد -
ڣݠدل۰. ا৙৑وܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ᆇᅹ٭ؕ إن ّگިل มฆܳا اܳأٴ؇رة ਍ُಱ؇ڢݥ

.؇ୖ୒ ݁ݯ؇داً ৖ً৑؇݁ټ ଫଊلأُٺ 2 اܳأڎد إن ۋ٭ت ༠؇ޗ۰٪، ڣݠدل۰» ا৙৑وܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ႟၍» اܳأٴ؇رة إذن،

( ) ۖؓոڤ׫רոּ اոॻలॆूت 7�.4�.1 7�.4�.1

أن إޖ۳؇ر ఈః༠ل ݆݁ ؇݁ ؜ٴ؇رة ۰ොේ إਊು؇ت আॻ༟ لگިم ُܹژ، ੅ࠍ؇ً ً؇۱ଫଊܳ؇ن ألݯً؇ لأُݠف و ً؇ܳٺٷ؇ڢݥ، اਊು৕৑؇ت
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੅ޚިات ཹྥٴّؕ ا۱ଫଊܳ؇ن، ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا ৖৑ݿٺ༱ڎام ਍ಾ؇ڢݥ. ሌᇿإ لޝدّي ؇ዛዀَڰ

༠؇ޗ۰٪. ؇ዛኤ؇ਊುإ ࢴࣖ ߖߵ มฆܳا اܳأٴ؇رة أن ܳٷڰଫଐض اڤרކޜ: اજઁؔاض .1

ا৖৑ڣଫଐاض. ୒ୖڍا اৎ৊ٷޚگ٭۰ اܳٺިاًؕ ૭૙ྥٷٺھ :๸෱ոاڤר׫ ܽݦ ׂ܋ܙ .2

਍ಾ؇ڢݥ. ሌᇿإ ّޝدّي ༇຀؇اܳٷٺ ۱ڍه أن ඔّ൹ਊُ಻ :ۖؓոاڤ׫ר ส്׿ࠥࡇ .3

.۰༲٭ොේ ا৙৑ݬܹ٭۰ اܳأٴ؇رة ّܝިن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ༠؇ޗ޴، ا৙৑وّل ا৖৑ڣଫଐاض أن ૭૙ྥٷٺھ :١଄૵ոশاݾ .4

15�.1 ڲ׭ոل

ڣݠدي. n ڣ؆ن ،؇ً࿌ڣݠد ༟ڎداً n2 Ⴄ၍ن إذا ،n ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ أَ۬: أཿྟب

5�.1 ݄ݦո٢ن

n أن َڰଫଐض ਍ಾ؇ڢݥ، আॻ༟ اࠍ੆ݱިل أ༥ܭ ݆݁ ڣݠدي. n2 أن وܳٷڰଫଐض n ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً ܳٷ؊༠ڍ
.k ؇݁ ොේ٭ں ܳأڎد n = 2k أن أي .ሒᇚزو

෠ຶڎ: ً؇ܳٺأިلݥ
n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2),
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.ሒᇚزو ༟ڎد n2 أن لޙ۳ُݠ و۱ڍا
ڣݠدي. ༟ڎد n أن ࢻࣖ ৖৑ إذن، ڣݠدي. n2 ً؊ن ا৖৑ڣଫଐاض ؕ݁ ਍ಾ؇ڢݥ و۱ڍا

( ) ֆاـજઁڤոּ اոॻలॆूت 8�.4�.1

ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ ۰༲٭ොේ P (n) ༠؇ݬ٭۰ أن ਊು৕৑؇ت ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ሒᇭ ૭ُ૜ٺ༱ڎم لگ۰ ޗݠ ި۱ ً؇ଫଐܳاۏؕ اਊು৕৑؇ت
:ඔ൹ٺ྘ފ྘ཬر ඔ൹ّިۊޚ ݆݁ ً؇ଫଐܳاۏؕ ا۱ଫଊܳ؇ن ਐಱܝިنّ .n0 أوܳ٭۰ ڢ٭۰݄ ݆݁ ً اਐಸڎاء n

n = ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ይዧگ٭۰݄ ۰༲٭ොේ P (n) اࠍ੅؇ݬ٭۰ أن ݆݁ اܳٺۜگݑ اո۰ॊूس): ႞႐ոຒ) ᅽᅰوॊूا اݾশ܋ܙة .1
.n0

۱ڍا ްّ݄૭ُ૏و) k ؇݁ ොේ٭ں ܳأڎد ۰༲٭ොේ اࠍ੅؇ݬ٭۰ أن َڰଫଐض :(ֆاـજઁاڤ (ػ܋ܙة ١ॴబոاڤ׭ اݾশ܋ܙة .2

.k + 1 ؜ٷڎ ألݯً؇ ۰༲٭ොේ اࠍ੅؇ݬ٭۰ أن ݆۱ଫଊَ ቕ቉ اଫଐܳاۏؕ")، "ڣݠݪ٭۰ ا৖৑ڣଫଐاض

16�.1 ڲ׭ոل

ً؇ܳݱ٭؞۰: لأُޚް n ปฆۋ ሌᇿو৙৑ا اৎ৊ިۏٴ۰ ۰༲اܳݱۜ٭ ا༟৙৑ڎاد ᆇ୞୘ިع أن أཿྟب

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

6�.1 ݄ݦո٢ن

اո۰ॊूس ႞႐ոຒ :1 اݾশ܋ܙة
.n = 1 ؜ٷڎ اܳݱ٭؞۰ ۰ොේ ݆݁ اܳٺۜگݑ ሌᇿإ ৖ً৑أو ොຶٺ؇ج

1 =
1(1 + 1)

2
=

2

2
= 1.

.n = 1 ؜ٷڎ ۰༲٭ොේ اܳݱ٭؞۰ إذن

ֆاـજઁاڤ ػ܋ܙة :2 اݾশ܋ܙة
أن: أي ،n = k ؜ٷڎ ۰༲٭ොේ اܳݱ٭؞۰ أن َڰଫଐض

1 + 2 + 3 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
.
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،n = k ؜ٷڎ ۰༲٭ොේ اܳݱ٭؞۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا أَ۬ ݆۱ଫଊَُ أن ࢴࣖ ߖߵ اଫଐܳاۏؕ. ڣݠݪ٭۰ ްّ݄૭ُ૏ ا৖৑ڣଫଐاض ۱ڍا

.n = k + 1 ؜ٷڎ ألݯً؇ ۰༲٭ොේ ڣ۳޶
:k + 1 ปฆۋ ሌᇿو৙৑ا اৎ৊ިۏٴ۰ ۰༲اܳݱۜ٭ ا༟৙৑ڎاد ᆇ୞୘ިع ଫଊَأٺ

1 + 2 + 3 + · · ·+ k + (k + 1).

َܝٺص: أن ஓ୷ܝٷٷ؇ اଫଐܳاۏؕ ڣݠݪ٭۰ وً؇ݿٺ༱ڎام

1 + 2 + 3 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1).

:݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف ཹྟފّޔ

k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

k(k + 1) + 2(k + 1)

2
=

(k + 1)(k + 2)

2
.

.n = k + 1 ؜ٷڎ ۰༲٭ොේ اܳݱ٭؞۰ أن ཯ྦྷٴب و۱ڍا

١଄૵ոশاݾ :3 اݾশ܋ܙة
اܳݱ٭؞۰: ڣ؆ن ،๴ཚ؇ل ීෂا اଫଐܳاۏؕ ݁ٴڎأ ොຳފص

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

݁ިۏص). ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ (أي n ∈ N∗ ႟ၽܳ ۰༲٭ොේ

1�.1 ਗ৻ۑ଄૵

ڢݯ؇ل؇؟ ଫଊّأُٺ มฆܳا ࠯࠵࠾݄ܭ اܳݱڎق ڢࡗࡲ ሒሃ و݁؇ ڢݯ؇ل؇؟ ଫଊّأُٺ اܳٺ؇ܳ٭۰ ا৵৩ৠܭ ݆݁ ᕛّأي

.ඔ൹اܳݱ ሒᇭ ݁ڎرࢴࣖ أو ؇૭૙ڣݠ ሒᇭ ྵะر؇ً .1

اܳٴ؇ب. اڣٺں .2

ఋዳዧرض. ًؕ؇ّ اܳگ݄ݠ .3

.x+ 5 = 7 .4
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.x ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟ၽܳ x+ 5 > 9 .5

2�.1 ਗ৻ۑ଄૵

༠؇ޗ٪ً؇: أم ݬ؇دڢً؇ اܳٺ؇ܳ٭۰ ا৖৑ݿٺܹݞا݁؇ت ݆݁ اݿٺܹݞام ႟၍ Ⴄ၍ن إذا ؇݁ ༡ڎّدِ

.1 + 0.5 = 3 ڣ؆ن ،؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً 0.5 Ⴄ၍ن إذا .1

اܳޚଫଃان. ૭૜ٺޚ٭ؕ اܳگޚޔ ڣ؆ن ،5 > 2 Ⴄ၍ن إذا .2

.1 + 2 = 3 ڣ؆ن ،3× 5 = 15 Ⴄ၍ن إذا .3

.(x− 1) < 0 ڣ؆ن ،x ≤ 0 Ⴄ၍ن إذا ،x ∈ R ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟ၽܳ .4

3�.1 ਗ৻ۑ଄૵

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳأٴ؇رات اَژِ .ᄭᄟدا f : R→ R ܳٺܝ݆

∃x ∈ R ොຳ٭ت f(x) = 0. .1

∃M > 0, ∀A > 0, ∃x ≥ A : f(x) ≤M. .2

∃x ∈ R, f(x) > 0. .3

∀ε > 0, ∃δ > 0 ොຳ٭ت ∀(x, y) ∈ I2, |x−y| ≤ δ ⇒ |f(x)−f(y)| > .4
ε.

:4�.1 ਗ৻ۑ଄૵

؇ᆇᆅఈ႙၍ b و a ڣ؆ن زوۏ٭ً؇ a + b Ⴄ၍ن إذا ،bو a ඔ൹༲٭ොේ દઊڎد༟ ႟ၽܳ» اܳأٴ؇رة: ሌᇿإ َޙݠِ
زوۏ٭؇ن»:

ይዧأٴ؇رة. (contrapositive) ۰਍ಱ؇ٴৎ৊ا ا܋ٺص .1

ይዧأٴ؇رة. (converse) اৎ৊أܝިس ا܋ٺص .2

اܳأٴ؇رة. (negation) َࠕࠫ ا܋ٺص .3
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.۹ਐಸ؇༥إ ߓߵ۱݆ ༠؇ޗ٪۰؟ أم ۰༲٭ොේ ا৙৑ݬܹ٭۰ اܳأٴ؇رة ۱ܭ .4

.۹ਐಸ؇༥إ ߓߵ۱݆ ༠؇ޗ٪۰؟ أم ۰༲٭ොේ ا৙৑ݬܹ٭۰ ይዧأٴ؇رة ۰਍ಱ؇ٴৎ৊ا ۱ܭ .5

.۹ਐಸ؇༥إ ߓߵ۱݆ ༠؇ޗ޴؟ أم ොේ٭ں ا৙৑ݬܹ٭۰ ይዧأٴ؇رة اৎ৊أܝިس ۱ܭ .6

.۹ਐಸ؇༥إ ߓߵ۱݆ ༠؇ޗ޴؟ أم ොේ٭ں ا৙৑ݬܹ٭۰ اܳأٴ؇رة َࠕࠫ ۱ܭ .7

෕ຸոڲץ إոॻలت :5�.1 ਗ৻ۑ଄૵

زوۏ٭ً؇. ༟ڎداً ألݯً؇ لܝިن n2 ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً n Ⴄ၍ن إذا أَ۬ أཿྟب

ۖؓոڤ׫רոּ إոॻలت :6�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.ม฀૭૙ ଫଃ༚ ༟ڎد
√

2 أن أཿྟب

اڤרؠמۖ ոּڤ֔ڎۥ إոॻలت :7�.1 ਗ৻ۑ଄૵

زوۏ٭ً؇. ༟ڎداً ألݯً؇ لܝިن n ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً n2 Ⴄ၍ن إذا أَ۬ أཿྟب .1

و a ً݆݁ ఈ႙၍ ڣ؆ن ،؇ً࿌ڣݠد ab ؇݄ዛኞ๤ཚ و༡؇ݬܭ ඔ൹༲٭ොේ દઊڎد༟ b و a Ⴄ၍ن إذا أَ۬ أཿྟب .2
ڣݠدل؇ن. b

ֆاـજઁڤոּ ոּڤո٢જ੻ن :8�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 ،n اৎ৊ިۏٴ۰ ۰༲اܳݱۜ٭ ا༟৙৑ڎاد ႟ၽܳ أَ۬ أཿྟب .1

.2n > n ،n اৎ৊ިۏٴ۰ ۰༲اܳݱۜ٭ ا༟৙৑ڎاد ႟ၽܳ أَ۬ أཿྟب .2
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ոּݾոষूेت إոॻలت :9�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.|x− 1| ≤ x2 − x+ 1 اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰਍ಱ؇ٺٴৎ৊ا ౫౜ళگݑ ،x ∈ R ႟ၽܳ أَ۬ أཿྟب

ڲո۠د ڲ׭ոل :10�.1 ਗ৻ۑ଄૵

ਵਦًأ؇ت." ۰ٔఈఃٔ ᆇ୞୘ިع ި۱ ݁ިۏص ොේ٭ں ༟ڎد ႟၍" ༠؇ޗ۰٪: اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رة أن أཿྟب

22


