
1�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.a | c ڣ؆ن ،b | c و a | b Ⴄ၍ن إذا .۰༲٭ොේ أ༟ڎاداً a, b, c ܳٺܝ݆

2�.1 ਗ৻ۑ଄૵

ڣݠدي. ༟ڎد x2 − 6x + 5 ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً x Ⴄ၍ن إذا

3�.1 ਗ৻ۑ଄૵

ڣ؆ن ،a, b, c ∈ N Ⴄ၍ن إذا

(ca, cb) = c · (a, b).

4�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.
√

x ≤ √y ڣ؆ن ،x ≤ y Ⴄ၍ن إذا .ඔ൹݁ިۏٴ દઊڎد༟ y و x ܳٺܝ݆
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5�.1 ਗ৻ۑ଄૵

ڣ؆ن ،ඔ൹݁ިۏٴ ඔ൹ۋگ٭گ٭ દઊڎد༟ y و x Ⴄ၍ن إذا

2
√

xy ≤ x + y.

6�.1 ਗ৻ۑ଄૵

اܳأڎد ڣ؆ن ،n ∈ N Ⴄ၍ن إذا

1 + (−1)n(2n− 1)

.4 ይዧأڎد ݁ݯ؇؜ژ

7�.1 ਗ৻ۑ଄૵

ڣݠدي. ༟ڎد ᆇ୞୘ި؜۳݄؇ ڣ؆ن اෑෂوۏ٭۰، ሒᇭ ඔ൹ܳڰ؇༱݁ٺ ොේ٭༲؇ن ༟ڎدان Ⴄ၍ن إذا

8�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.ሒᇚزو ༟ڎد x2 ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً x Ⴄ၍ن إذا .1

ڣݠدي. ༟ڎد x3 ڣ؆ن ،؇ً࿌ڣݠد ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً x Ⴄ၍ن إذا .2

ڣݠدي. ༟ڎد a2 − 3a− 5 ڣ؆ن ،؇ً࿌ڣݠد ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً a Ⴄ၍ن إذا .3

ڣݠدي. ༟ڎد xy ڣ؆ن ،ඔ൹ڣݠدل દઊڎد༟ y و x ݆݁ ႟၍ Ⴄ၍ن إذا .x, y ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .4

.ሒᇚزو ༟ڎد xy ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، ༟ڎداً x Ⴄ၍ن إذا .x, y ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .5
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.a | (b− c) ڣ؆ن ،a | c و a | b Ⴄ၍ن إذا .a, b, c ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .6

.a2 | b2 ڣ؆ن ،a | b Ⴄ၍ن إذا .a, b ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .7

.5 | a ڣ؆ن ،5 | 2a Ⴄ၍ن إذا ොේ٭ں. ༟ڎد a أن ܳٷڰଫଐض .8

.7 | a ڣ؆ن ،7 | 4a Ⴄ၍ن إذا ොේ٭ں. ༟ڎد a أن ܳٷڰଫଐض .9

.a | (3b3 − b2 + 5b) ڣ؆ن ،a | b Ⴄ၍ن إذا ොේ٭༲؇ن. ༟ڎدان a, b أن ܳٷڰଫଐض .10

.ac | bd ڣ؆ن ،c | d و a | b Ⴄ၍ن إذا .a, b, c, d ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .11

ڣ؆ن ،0 ≤ x ≤ 4 و x ∈ R Ⴄ၍ن إذا .12

4

x(4− x)
≥ 1.

.x+y ≤ 5 أو x ≤ y ڣ؆ن ،x2+5y ≤ y2+5x Ⴄ၍ن إذا .x, y ∈ R أن ܳٷڰଫଐض .13

اࠍ৖৑؇੆ت.) (රජبّ ڣݠدي. ༟ڎد 5n2 + 3n + 7 ڣ؆ن ،n ∈ Z Ⴄ၍ن إذا .14

اࠍ৖৑؇੆ت.) (රජبّ .ሒᇚزو ༟ڎد n2 + 3n + 4 ڣ؆ن ،n ∈ Z Ⴄ၍ن إذا .15

(රජبّ .ሒᇚزو ༟ڎد ᆇ୞୘ި؜۳ُ݄؇ ڣ؆ن اෑෂوۏ٭۰، َڰݴ ؇݄ୖ୒ ොේ٭༲؇ن ༟ڎدان Ⴄ၍ن إذا .16
اࠍ৖৑؇੆ت.)

.ሒᇚزو ༟ڎد ؇݄ዛኞ๤ཚ ༡؇ݬܭ ڣ؆ن اෑෂوۏ٭۰، ሒᇭ ඔ൹ܳڰ؇༱݁ٺ ොේ٭༲؇ن ༟ڎدان Ⴄ၍ن إذا .17

.x2 ≤ y2 ڣ؆ن ،x ≤ y Ⴄ၍ن إذا ݁ިۏٴ؇ن. ۋگ٭گ٭؇ن ༟ڎدان x, y أن ܳٷڰଫଐض .18

.a6 | c ڣ؆ن ،b3 | c و a2 | b Ⴄ၍ن إذا .۰༲٭ොේ أ༟ڎاد a, b, c أن ܳٷڰଫଐض .19

.a ∈ {−1, 0, 1} ڣ؆ن ،a2 | a و ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً a Ⴄ၍ن إذا .20

. p
k

྾ཏلگ p ڣ؆ن ،0 ≤ k ≤ p ොຳ٭ت ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً k و أوܳ٭ً؇ ༟ڎداً p Ⴄ၍ن إذا .21

ڣ؆ن ،n ∈ N Ⴄ၍ن إذا .22

n2 ≤ 2
n

2
+

n

1
.

(.n = 1 ؜ٷڎ݁؇ ᄭᄥ݁ٷڰݱ ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ ොູٺ؇ج (ڢڎ
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.ሒᇚزو ༟ڎد 2n
n

ڣ؆ن ،n ∈ N Ⴄ၍ن إذا .23

ا༟৙৑ڎاد ڣ؆ن ،n ≥ 2 و n ∈ N Ⴄ၍ن إذا .24

n! + 2, n! + 3, n! + 4, n! + 5, . . . , n! + n

݁ޝܳڰً؇ ༟ڎداً n − 1 إ෠ຬ؇د ஓ୷ܝ݆ ،n ≥ 2 ႟ၽܳ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ) (ਵਦ܋ٴ۰). ݁ޝܳڰ۰ أ༟ڎاد ؇۳ၯ၍
ا৙৑وܳ٭۰.) ا༟৙৑ڎاد ඔ൹ً ༥ڎاً ܋ٴଫଃة "੊਼ިات" وۏިد มฃلأ و۱ڍا ݁ٺٺ؇ܳ٭ً؇.

ڣ؆ن ،c ≤ b ≤ a و a, b, c ∈ N Ⴄ၍ن إذا .25

a

b

b

c
=

a

b− c

a− b + c

c
.

(.7 = 42 − 32 (݁ټ؇ل: .ඔ൹ًأਵਦ ඔ൹ً ܋ڰݠق ۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ڣݠدي ොේ٭ں ༟ڎد ႟၍ .26

༟ڎداً ྘ܳݴ b أن أو b | a ڣ؆ن ، (a, b) 
= 1 Ⴄ၍ن إذا .a, b ∈ N أن ܳٷڰଫଐض .27
أوܳ٭ً؇.

ڣ؆ن ،c 
= و0 ݬڰݠاً، ؇ᆇᆅఈ႙၍ ྘ܳފ؇ bو a Ⴄ၍ن إذا .a, b, c ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .28

c · (a, b) | (ca, cb).

9�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.ሒᇚزو n ڣ؆ن ሒᇚزو n2 Ⴄ၍ن إذا .n ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .1

ڣݠدي. n ڣ؆ن ڣݠدي n2 Ⴄ၍ن إذا .n ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .2

ڣݠدل؇ن. b و a ݆݁ ఈ႙၍ ڣ؆ن ؇ً࿌ڣݠد ༟ڎداً a2(b2−2b) Ⴄ၍ن إذا .a, b ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .3

.a � b ڣ؆ن a � bc Ⴄ၍ن إذا .a, b, c ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .4
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.x ≤ 0 ڣ؆ن x2 − 5x ≤ 0 Ⴄ၍ن إذا .x ∈ R أن ܳٷڰଫଐض .5

.x ≥ −1 ڣ؆ن x3 − x ≥ 0 Ⴄ၍ن إذا .x ∈ R أن ܳٷڰଫଐض .6

b و a ݆݁ ఈ႙၍ ڣ؆ن ،ඔ൹زوۏ٭ a− b و ab ݆݁ ఈ႙၍ Ⴄ၍ن إذا .a, b ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .7
زوۏ٭؇ن.

Ⴄ၍ن إذا .x ∈ R أن ܳٷڰଫଐض .8

x5 − 4x4 + 3x3 − x2 + 3x− 4 ≥ 0,

.x ≥ 0 ڣ؆ن

.3 � n ڣ؆ن 3 � n2 Ⴄ၍ن إذا .n ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .9

.x | z و x | y ڣ؆ن x | yz Ⴄ၍ن إذا .x 
= 0 و x, y, z ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .10

ڣݠدي. y أو ሒᇚزو x ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، x2(y − 3) Ⴄ၍ن إذا .x, y ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .11

ڣݠدي. a ڣ؆ن ،4 আॻ༟ ይዧگފ۰݄ ً ఈఃً؇ڢ a2 لܝ݆ ቕረ إذا .a ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .12

Ⴄ၍ن إذا .x ∈ R أن ܳٷڰଫଐض .13

x5 − 7x3 − 5x ≥ x4 + x2 + 8,

.x ≥ 0 ڣ؆ن

اෑෂوۏ٭۰. َڰݴ ؇݄ୖ୒ ྘ܳފ؇ 7b−4 و 3a−7 ڣـ اෑෂوۏ٭۰، َڰݴ ؇݄ୖ୒و a, b ∈ Z Ⴄ၍ن إذا .14

ڣݠدي. x ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، x3 − 1 Ⴄ၍ن إذا .x ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .15

اෑෂوۏ٭۰. َڰݴ ؇݄ୖ୒ y و x ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، x− y Ⴄ၍ن إذا .x, y ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .16

.8 | (n2 − 1) ڣ؆ن ،؇ً࿌ڣݠد n Ⴄ၍ن إذا .17

إذن .a, b ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .18

(a− b)3 ≡ a3 − b3 ( 3).

a ≡ c و a ≡ b ( n) Ⴄ၍ن إذا .n ∈ N و a, b, c ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .19
.c ≡ b ( n) ڣ؆ن ،( n)
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.a2 ≡ 1 ( 5) ڣ؆ن ،a ≡ 1 ( 5) و a ∈ Z Ⴄ၍ن إذا .20

a3 ≡ b3 ڣ؆ن ،a ≡ b ( n) Ⴄ၍ن إذا .n ∈ N و a, b ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .21
.( n)

،n আॻ༟ a ڢފ۰݄ ؜ٷڎ r ሒᇬ؇اܳٴ ਊಾࠔࠫ اܳگފ۰݄ Ⴄ၍ن إذا .n ∈ N و a ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .22
.a ≡ r ( n) ڣ؆ن

a2 ≡ ab ڣ؆ن ،a ≡ b ( n) Ⴄ၍ن إذا .n ∈ N و a, b ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .23
.( n)

.ac ≡ bd ( n) ڣ؆ن ،c ≡ d ( n) و a ≡ b ( n) Ⴄ၍ن إذا .24

.ሒᇿأو ༟ڎد n ڣ؆ن أوܳ٭ً؇، ༟ڎداً 2n − 1 Ⴄ၍ن إذا .n ∈ N أن ܳٷڰଫଐض .25

݁ټܹت ݆݁ n اܳݱژ ሒᇭ اৎ৊ڎఈః༠ت ႟၍ ڣ؆ن ،k ∈ Nܳٴِأݥ n = 2k − 1 Ⴄ၍ن إذا .26
ڣݠدل۰. أ༟ڎاد ሒሃ ً؇ݿႤၽل

.ሒᇚزو a2 ڣ؆ن ،a ≡ 1 ( 4) أو a ≡ 0 ( 4) Ⴄ၍ن إذا .27

.4 � (n2 − 3) ڣ؆ن .n ∈ Z أن ܳٷڰଫଐض .28

. (a, b) = (a−b, b) ڣ؆ن ݬڰݠاً، ؇ᆇᆅఈ႙၍ و྘ܳފ؇ ඔ൹༲٭ොේ દઊڎد༟ b و a Ⴄ၍ن إذا .29

. (a, n) = (b, n) ڣ؆ن ،a ≡ b ( n) Ⴄ၍ن إذا .30

(a, b) = أن ߓߵ۱݆ .a = qb + r ّأޚ޶ b و a আॻ༟ اܳگފ۰݄ ۊިارز݁٭۰ أن ܳٷڰଫଐض .31
. (r, b)

.n আॻ༟ اܳگފ۰݄ ؜ٷڎ ሒᇬ؇اܳٴ َڰݴ ؇݄ୖ୒ b و a ڣ؆ن ،a ≡ b ( n) Ⴄ၍ن إذا .32

10�.1 ਗ৻ۑ଄૵

ڣ؆ن a, b ∈ Z Ⴄ၍ن إذا
a2 − 4b 
= 2.
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11�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.ม฀૭૙ ଫଃ༚
√

2 اܳأڎد

12�.1 ਗ৻ۑ଄૵

؇਍ಱᄴᄟ ،x ∈ 0, π
2

ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ႟ၽܳ

x + x ≥ 1.

13�.1 ਗ৻ۑ଄૵

.ሒᇚزو ༟ڎد a ڣ؆ن زوۏ٭ً؇، ༟ڎداً a2 Ⴄ၍ن إذا .a ∈ Z أن ܳٷڰݠض

14�.1 ਗ৻ۑ଄૵

:۰ਃಾ৚৑ا اܳأٴ؇رات ਊು৕৑؇ت ً؇ܳٺٷ؇ڢݥ ا۱ଫଊܳ؇ن لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎم

ڣݠدي. n2 ڣ؆ن ؇ً࿌ڣݠد n Ⴄ၍ن إذا .n ∈ Z أن ܳٷڰݠض .1

ڣݠدي. n ڣ؆ن ؇ً࿌ڣݠد n2 Ⴄ၍ن إذا .n ∈ Z أن ܳٷڰݠض .2

.ม฀૭૙ ଫଃ༚ ༟ڎد 3
√

2 أن ཿྟب .3

.ม฀૭૙ ଫଃ༚ ༟ڎد
√

6 أن ཿྟب .4

.ม฀૭૙ ଫଃ༚ ༟ڎد
√

3 أن ཿྟب .5

.a2 − 4b− 2 
= 0 ڣ؆ن a, b ∈ Z Ⴄ၍ن إذا .6

.a2 − 4b− 3 
= 0 ڣ؆ن a, b ∈ Z Ⴄ၍ن إذا .7

.ሒᇚزو ༟ڎد b أو a ڣ؆ن a2 + b2 = c2 Ⴄ၍ن إذا .a, b, c ∈ Z أن ܳٷڰݠض .8

ଫଃ༚ ༟ڎد b ڣ؆ن ،ม฀૭૙ ଫଃ༚ ༟ڎداً abو ૭૙ྟ٭ً؇ ༟ڎداً a Ⴄ၍ن إذا .a, b ∈ R أن ܳٷڰݠض .9
.ม฀૭૙
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.21a + 30b = 1 ොູگݑ b و a ۰༲٭ොේ أ༟ڎاد ༥ިّڎ ৖৑ .10

.18a + 6b = 1 ොູگݑ b و a ۰༲٭ොේ أ༟ڎاد ༥ިّڎ ৖৑ .11

.y < x ොຳ٭ت Q ሒᇭ y > 0 ل༥ިڎ Q ሒᇭ x > 0 ႟ၽܳ .12

. x− x ≥ 1 ؇਍ಱᄴᄟ ،x ∈ π
2
, π ႟ၽܳ .13

.A \ (B \ A) = ∅ ڣ؆ن ،ඔ൹ި؜ٺᆇ୞୘ Bو A ೑಻Ⴄ၍ إذا .14

.b = 0 ڣ؆ن ،k ∈ N ႟ၽܳ b | kو b ∈ Z Ⴄ၍ن إذا .15

.a + b ≥ 2
√

ab ڣ؆ن ،ඔ൹݁ިۏٴ ඔ൹ۋگ٭گ٭ દઊڎد༟ b و a Ⴄ၍ن إذا .16

.4 | (n2 + 2) ،n ∈ Z ႟ၽܳ .17

b و a ݆݁ ႟၍ لܝިن أن ஓ୷ܝ݆ ఈఃڣ ،4 | (a2 + b2) Ⴄ၍ن إذا .a, b ∈ Z أن ܳٷڰݠض .18
݁أً؇. ඔ൹ڣݠدل

15�.1 ਗ৻ۑ଄૵

݁ټ؇ل ً؊ݬ؞ݠ ߓߵ۱؇ن أو اܳگިي) أو (اܳأ؇دي ً؇৖৑ݿٺگݠاء ا۱ଫଊܳ؇ن ً؇ݿٺأ݄؇ل اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات أཿྟب
݁أ؇܋ݴ:

.n ݁ިۏص ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.1

.n ݁ިۏص ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.2

.n ݁ިۏص ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n(n + 1)

2

2

.3

ڣ؆ن ،n ∈ N Ⴄ၍ن إذا .4
n

k=1

k(k − 1) =
n(n + 1)(n− 1)

3
.
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.n ݁ިۏص ොේ٭ں ༟ڎد ႟ၽܳ 21 + 22 + 23 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 2 .5
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