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CHAPTER 1

ESPACES DE HILBERT

The concept of Hilbert space extends the methods of linear algebra by generalizing notions of
Euclidean space. These spaces owe their name to the German mathematician David Hilbert.

Hilbert spaces are a special case of Banach spaces. In this chapter, we generally take K = C.

1.1 generalities

1.1.1 Définitions

Definition 1.1.1. Let H be a real vector space, resp. complex. We call scalar prod-

uct on H any symmetric bilinear form, resp. Hermitian, which is positive definite.

We will denote by (x|y) the scalar product of the vectors x,y € H.

This means that the application:

(J): HxH-—K=RorC

(z,y) — (z | y)

checked : 1) for all y € H, the map = € H — (z | y) € K is a linear form; 2) for all z,y € H, we
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have:
(y|z)=(x|y) if space is real
(y|x)=(x|y) if the space is complex;

3) for all z € H, we have (z | z) > 0 and (z | z) = 0 if and only if z = 0.

Remark. Note that in the complex case, we therefore have, for x,y € H and A € C:

(z | Ay) = Az | y)

Definition 1.1.2. 57 l’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que

c’est un espace préhilbertien.

Examples. 1) a) Le produit scalaire usuel de R™ est défini par :

| (@ly) = o+t Ty

pour z = (x1,...,2n),y = (Y1,-..,Yn) € R™.

Le produit scalaire usuel de C™ est défini par :

[(@ly) = 210 + . + 2t

pour z = (z1,...,2n),y = (Y1,...,yn) € C™.
b) On peut définir d’autres produits scalaires sur K" en se donnant des poids, c¢’est-a-dire

des nombres wq,...,w, > 0, et en posant :

(x| y) =1 wrrpys, siK=R

(x|y)=>r wzrpyr, siK=C

2) Si(S, 7, m) est un espace mesuré, on munit H = L?*(m) d’un produit scalaire (que 'on
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qualifiera de naturel) en posant, pour f,g € L?(m) :

(flg) = / fgdm | dans le cas réel,
S

et :

(flg)=Js fgdm

dans le cas complexe.

En particulier, sur ¢35, on a le produit scalaire naturel défini par :

‘ (x|y) =>0l] Tnln ‘ dans le cas réel,

et :

‘ (x| y) =202 TnYn ‘ dans le cas complexe.

pour x = (arn)n>1 Y = (yn)n>1 cly m

1.2 Propriétés élémentaires

Notation. puisque (z|x) > 0, on peut poser :

2] = v/(z]z).

Proposition 1.2.1. pour tous x,y € H:

a) |z +yl? = llzl* + lyl* + 2(xly)

o) |llz +ylI” = ll=l* + lyll* + 2Re(a]y)

(cas réel);

cas complexe).
( »
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Proof. Il suffit de développer:

lz+yl*=(z+yla+y) =(@|x)+Wly+(]y)+y]|),

et utiliser le fait que (z | y)+ (y | z) = (x | y) + (z | y) = 2(x | y) dans le cas réel, et = 2Re(x | y)

dans le cas complexe. ®m

Theorem 1.2.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous z,y € H :

@ )l < l=]llyll- |

Example. Dans le cas ot H = L?(m), elle est équivalente & 1'inégalité de Cauchy-Schwarz

pour les intégrales :

fgdm| < | |fgldm < ( | |fPPdm v lg|*dm v
S S S S

mProof. On ne la fera que dans le cas complexe; c’est un peu plus facile dans le cas réel (on
consideére le signe du produit scalaire au lieu de son argument). En fait la preuve est valable méme
pour les semi-produits scalaires, c’est-a-dire si la forme bilinéaire symétrique (resp. hermitienne)

est seulement positive (c’est-a-dire que ’on ne demande pas que (z|z) = 0 entraine x = 0).
Soit # € R tel que :

(7 ly) = |y) Ry

0

si (z 0,60 est 'argument du nombre complexe (x . Posons 2/ = e "z, Pour tout
(si (z | y) #0, g p Y

t € R, on a, par la Proposition 1.2.1 :
J'[* + 2Re (o | y) £ + [ly]*¢> = ||’ + ty]* > 0.

Si[ly|| = 0, ona ||| *+2Re (2/ | y) t > 0 pour tout ¢ € R; cela n’est possible que si Re (2’ | y) = 0.

Si||y|| # 0, on a un trindéme du second degré en ¢, qui est toujours positif ou nul ; son discriminant
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doit étre négatif ou nul :

Re (2' | y) — [l«/]* ly]* <.

Comme :
(@' [y) =e (x| y) = (= |y)| € Ry
on a :
Re (¢' |y) = («" | y) = [(z | y)l.
Comme, de plus, ||z'|| = ||z]|, on obtient I'inégalité annoncée. m

Corollary 1.2.1. L’expression ||z| = +/(x|x) définit une _norme sur H, appelée

norme hilbertienne.

Proof. Il suffit de vérifier I'inégalité triangulaire :

lz +yl? = llz]I* + llyll* + 2Re(zly) < ll2l® + lyl* + 20z /lly] = (=] + ly])?,

grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz. m

Corollary 1.2.2. pour chaque y € H , la forme linéaire :

®,: H — K=RouC

@ — (z]y)

est continue. Sa norme dans H* est|| Pyl = |ly|l |

Proof. On peut supposer y # 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que :

@y ()] = [(z [ y)] < llyllll=];

cela prouve que @, est continue et que ||Dy|| < ||yl

Ny
Tt =yl

Comme ®y(y) = [ly[?, on a ||®y] >
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important Remark. Cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Lorsque l'on re-
garde la preuve de 'inégalité (dans le cas d’un produit scalaire), on voit que 'on a |(z|y)| =
llz||||ly|| si et seulement si y = 0 ou bien si y # 0 et le discriminant du trinéme du second degré
en t est nul; cela signifie que ce trindme posséde une racine (double): il existe tg € R tel que

2" + toy|| = 0; autrement dit e~z + toy = 0: les vecteurs x et y sont linéairement liés.

Inversement, si x et y sont linéairement dépendants, il est clair que 'on a égalité. m

1.2.1 Orthogonalité

Definition 1.2.1. On dit que deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H sont orthogonaux

si (x|ly) = 0. On note .

Example. Dans H = R? | pour le produit scalaire usuel, on a (—1,1) L (1,1).
Notons que la relation d’orthogonalité est symétrique: si L y, alors y L z(car (y|z) =
(@(y))-

D’apres la Proposition 1.2.1, on a, dans le cas réel:

v Ly <= le+yl? = ll=) + llyl?

ce que l'on peut appeler le "Théoreme de Pythagore".

Dans le cas complexe :

z Ly [llz+yl? =z + lylI* et llz+iyll® = llz]* + yl°].

En effet, pour tout nombre complexe a, on a Im(a) = Re(—ia) et par conséquent Im(z|y) =

Re(x|iy).

10
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Des parties A, B C H sont dites orthogonales si tout x € A est orthogonal a tout y € B:

xly, VreAVyeB.

On dit aussi que 'une est orthogonale a 'autre. m

Definition 1.2.2. L’orthogonal d’une partie A C H est ’ensemble:

At ={ye H;y L x,Vz € A}

On a B+ C A+ si A C B; donc en particulier (A): C AL; mais la continuité des applications

®, : x> (v ]y)| entraine que (A)t = AL

Proposition 1.2.2. Pour toute partie A de H, A* est orthogonal & A; ¢ est la plus grande partie

orthogonale a A.

De plus AL est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Proof. Le début est clair. Pour le reste, remarquons que :

AL = nZ‘EA ker (bx

et que chaque sous-espace vectoriel ker ®, = ®1({0}) est fermé puisque ®, est continue. ®

1.2.2 Espaces de Hilbert

Definition 1.2.3. Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme hilbertienne,

on dit que c’est un espace de Hilbert.

C’est donc un cas particulier d’espace de Banach. Examples. 1) Tout espace préhilbertien
de dimension finie est un espace de Hilbert. Lorsque le corps de base est réel, on dit que c’est

un espace euclidien, et que c’est un espace hermitien lorsque le corps de base est complexe.

11
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2) Pour toute mesure positive m, | L2(m) est un espace de Hilbert |, en vertu du Théoréme

de Riesz-Fisher, puisque la norme ||.||2:

191 = ([ 150kamn)

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel :

(f | g) = /S F(@)gDdm(2).

En particulier, ‘Ez est un espace de Hilbert ‘ .

1.3 Le Théoreme de projection et ses conséquences

1.3.1 Le Théoréme de projection

C’est grace a ce théoreme que ’on obtient toutes les "bonnes" propriétés des es paces de Hilbert.

Rappelons d’abord qu’une partie C' d’un espace vectoriel est dite convexe si le segment [z, y]

est contenu dans C' des lors que z,y € C:
xz,y € C = [z,y] C C,

ou [z,y] =t + (1 —t)y;t € [0,1] .

sous-espace vectoriel est convexe; toute boule est convexe.

12
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Theorem 1.3.1 (Théoréme de projection). Soit H un espace de Hilbert et soit C
une partie conveze et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout x € H, il existe
un unique y € C tel que:

o — yl| = dist(x, C).

On dit que y = Po(x) est la projection de x sur C. 1l est caractérisé par la propriété

yeC et Re(r—ylz—y) <0,VzeC. (*)

—

Dans le cas réel, I'inégalité dans la caractérisation (x) signifie que 'angle o = (z — y, 2 — y)

est obtus.

Notons que la complétude de H n’est pas absolument indispensable: on peut la supprimer,
mais en supposant que c’est C' qui est complet.
Proof. 1) Existence. On aura besoin du lemme suivant, dont la preuve est immédiate, avec la

Proposition 1.2.1.

Lemma 1.3.1 (identité du parallélogramme). Pour tous u,v € H :

lu+ 0] + lu — ol = 2(]Jull* + [[0]*) |

Cela signifie que la somme des carrés des diagonales d’un parallelogramme est égale a la

somme des carrés des quatre cotés.

13
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Soit d = dist(x,C) = infzec|lz — 2|
Notons que si d = 0, alors x € C (car C est fermé), et y = x est 'unique point de C' tel que
|z —yll = d.

Pour tout n > 1, il existe z, € C tel que:
1
Iz — zn]|* < d® + =
n

Appliquons alors, pour n,p > 1, l'identité du parallélogramme a u =  — 2z, et v =  — 2p; on

obtient :

Zn+ 2p 2

2 2 2
52| A e = 2l = 2 (Jlz = zall® + llz = 2I1°) -

4Hx—

. 7 z z
Mais, C' étant convexe, on a % € C'; donc :

Zn + 2

2

de sorte que 'on obtient :

1 1 1 1
||zn—zp|2<2<d2++d2+>_4d2:2<+).
n b n - p

La suite (2,),, est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle converge

donc vers un élément y € H. Mais comme C' est fermé, on a en fait, puisque les z, sont dans

C,yeC.

De plus, le fait que ||z — an2 < d? + 1/n entraine, en passant a la limite, que ||z — y| < d.

On a donc ||z — y|| = d, puisque y € C. 2) Unicité. Si ||z — 1| = ||z — y2|| = d, avec y1,y2 € C,

14
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alors, comme ci-dessus, l’identité du parallélogramme donne :

2

Y1+ Y2
TR Ly — y?

B R

—2 (||a: —yi)* + ||z - y2H2) =2 (d2 T d2)

d’ott ||y1 — y2||* < 0, ce qui nest possible que si y; = ys.
3) Preuve de ().

a)Size C,ona (1—t)y+tze C pour 0<t< 1, parla convexité de C; donc :

le — (1 =ty — t2]* > [|lz — y|?,

soit en développant ||z — (1 — t)y — t2||?> = ||(z — y) + t(y — 2)||? avec la Proposition 1.2.1 :

tlly — 2|* + 2t Re(z —y | y — 2) > 0.

Pour t # 0, divisons par t, puis faisons ensuite tendre ¢ vers 0 ; il vient Re(x —y | y — z) > 0,
soit :

Re(x —y|z—y) <O0.

b) Réciproquement, si y vérifie (x), on a, pour tout z € C' :

le =22 =1l (z =y + (= 2) |2 ||z = y|[*+]|y - 21> + 2Re(@ —y | y - 2)

= llz—yl* +lly — 2> = 2Re(z —y | 2 —y) > ||z — y||*;

donc y = Po(x), par unicité . m

15
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1.3.2 Conséquences

Proposition 1.3.1. L’application Pc : H — C' est continue; plus précisément, on a , pour tous
ri1,r9 € H :

|Pc (x1) — Po (x2)]] < |lz1 — @2 -

Proof. Posons y; = Pc (x1) et yo = Po (22); la condition (*) donne :

Re(z1—y1|z—wy1) <0 VzeC(,;

Re(xa —ya | 2/ —y2) <0 V' e C.

En prenant z =y et 2’ = y1, et en additionnant, il vient:

Re ([z1 —y1] — [r2 —32] | y2 — v1) < 0.
On obtient donc :

ly1 — 2| = Re |ly1 — y2/* = Re ([y2 — a2] + [22 — x1] + [#1 — v1] | 2 — ¥1)
=Re([z1 — 1] — [x2 —y2] | y2 —y1) + Re (z2 — 21 | y2 — 1)
<Re(za—z1 | y2 —y1)

<|(z2 =21 | y2 —y1)| < lze — 21| [ly2 — vl

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il en résulte, en divisant par ||y2 — y1|| (que ’'on peut supposer
non nul, car sinon le résultat est évident), que l'on a bien [|y1 — y2|| < ||x2 — z1|| W Dans le cas

ol le convexe C' est un sous-espace vectoriel, on a de meilleures propriétés.

16
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Theorem 1.3.2. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Hilbert H,

alors Uapplication Pp : H — F est une application linéaire continue, et Pp(x) est

Uunique point y € F tel que:

yeEF et x—yeFt|

Proof. Preuve. D’abord, siy € F etz —y € F-, on a:

dist(z, F)* = inf [l = 2|* = inf [lle = y|* + ly — =|*] = l|e — y]*

it
donc ||z — y|| = dist(z, F') et y = Pp(x). La réciproque résulte de la condition (*):
Re(r—y|z—y) <0, Vzel,
en effet, comme F est un sous-espace vectoriel, on a :
z=y+welF, YweF e VYiekK.
Lorsque H est réel, on a donc, pour tout w € F' :

Me—ylw)=(z—y|w) <0, YAeER

ce qui n’est possible que si (x —y | w) = 0. Lorsque l'espace H est complexe, on a, de méme,
pour tout w € F' :

ARe(x —y |w) =Re(z —y | \w) <0, VAeR,

et, avec z = y + i \w :

AMm(z —y | w) =Re(x —y | idw) <0, VAeR

17
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ce qui, de nouveau, n’est possible que si (x —y | w) = 0. La linéarité de Pp est alors facile a voir,
grice & l'unicité; en effet, si y; = Pr (21), yo = Pr (x2), alors (21 — 1), (22 — y2) € F*; donc,
pour ay,as € K, (ayz1 + asxs) — (a1y1 + asys) € FX; donc Pr (a121 + ass) = a1y + asys. ™
Notons que la continuité a été vue a la Proposition 1.3.1, et qu’en prenant x5 = 0 dans cette
proposition, on a : ||Pp(x)| < ||z|| pour tout € H; la norme de Pr est donc < 1. Mais comme
Pr(z) = x pour tout = € F, on obtient, si F' # {0}, que )
A titre d’exercice, on pourra montrer que, pour un convexe fermé C, Po est linéaire si et

seulement si C' est un sous-espace vectoriel.

Theorem 1.3.3. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous espace vec-

toriel fermé, on a :

H=FgF|

et la projection sur F parallélement & F- associée est Pr. Elle est donc continue,
de sorte que la somme directe est une somme directe topologique.

On dit que P est la projection orthogonale sur F'.

Le fait que H soit la somme directe de F et F1 signifie que tout z € H s’écrit, de facon

unique, |x =y + z |, avec |y € F,z € F1|. Notons que, puisque F et F'- sont orthogonaux, on a

Nzl = llyl|? + ||2]|?; en d’autres termes :

lz]* = ||1Pp()|* + llz — Pr(2)]*.

On retrouve le fait que Pr est continue et de norme 1 , si F' # {0}. On voit aussi que
|Idy — Pr|| = 1, si F+ # {0}; mais on verra juste aprés qu'en fait Idy — Pr est la projec-
tion orthogonale sur F*.

Proof. Onax = Pp(z)+(x — Pr(z)), avec z— Pr(x) € F*, par le Théoréme 11.2.4. D’autre
part, si € F'N F*, on a, en particulier, (z | ) = 0; donc z = 0. m

Remark. Le Théoreme 1.3.3 est vraiment spécifique aux espaces de Hilbert; en effet, J.

18
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Lindenstraus et L. Tzafriri ont montré en 1971 que si E est un espace de Ba nach dans lequel
tout sous-espace vectoriel fermé est I'image d’une projection conti nue, alors cet espace E est
isomorphe & un espace de Hilbert. La preuve repose sur le Théoreme de Dvoretzky, disant
que tout sous-espace vectoriel de dimension finie n d’un espace normé contient un sous-espace
vectoriel, de dimension "assez grande", de I'ordre de logn, qui est tres proche d’'un espace de
Hilbert (voir le Chapitre 8 du livre: D. Li H. Queffélec, Introduction a I’étude des espaces de

Banach - Analyse et Probabilités, Cours Spécialisés 12, Société Mathématique de France, 2004).

Le résultat suivant peut étre montré directement, mais il est facilement obtenu & partir du

Théoréeme 1.3.3 m

Corollary 1.3.1. On a F'+ = F pour tout sous-espace vectoriel F de Uespace de Hilbert H.

Proof. Comme F est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition 1.2.2, on H =
FJ_J_ @ FJ_

D’autre part, on peut aussi appliquer ce théoréme au sous-espace vectoriel fermé F : H =
F® (F)t = F@ FL. 1l en résulte, puisque l'on sait que F C F-+ que F-- = F. m
Notons qu’en général un sous-espace vectoriel a une infinité de supplémentaires; mais il n’a qu’un

seul supplémentaire orthogonal.

On en déduit, puisque H+ = 0 et 0+ = H , le critére trés pratique suivant de densité.

Corollary 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert, et F' un sous-espace vectoriel de H.

Alors F est dense dans H si et seulement si F+ = 0.

Ainsi, pour montrer qu’'un sous-espace vectoriel F' est dense dans H, il suffit de vérifier que

‘[(ﬂﬁly)ZO, Ve € F] = y:O‘.

Voyons un exemple d’application. Rappelons que le support de f : R — C, noté supp f, est

I'adhérence de x € R; f(x) #0 .

Theorem 1.3.4. L’espace J (R) des fonctions continues sur R a support compact

est dense dans L?(R).

19
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Ce théoreme se démontre, sous une forme plus générale d’ailleurs, dans tout cours d’Intégration
(voir aussi le Théoreme II1.1.2); mais il s’agit ici, méme si le résultat est important par lui-méme,

de voir comment appliquer le Corollaire 1.3.2

Notons que .# (R) n’est pas réellement contenu dans L?(R), puisque ce dernier est un espace
de classes d’équivalence de fonctions, mais, comme deux applications continues qui sont égales
presque partout, pour la mesure de Lebesgue, le sont en fait partout, 'application canonique
j: H#(R) — L?(R), qui associe a chaque fonction sa classe d’équivalence, est injective; on peut
donc identifier chaque € . (R) a sa classe d’équivalence j(f), c’est-a-dire £ (R) aj[.# (R)].

Proof. Soit g € L*(R) telle que:

(f19)= [ fair=0, vfex®)

On veut montrer que g = 0.

En prenant les parties réelles et imaginaires, on peut supposer que g est a valeurs réelles, et

I'on écrit g = g™ — ¢g~. On a, pour toute f € # (R) :

[ fgtae= [ forg @
R R
Soit a < b. Il existe des f,, € #Z (R) telles que :

0 < fr < Lap

fn(t) —2 1jap(t) pour t € R,

et telles que la suite (f,),, soit croissante.

20
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Le Théoréeme de convergence monotone donne:

/a gt (0)dt = lm 1 /R fal®)g* (B)dt = lim 1 /R falt)g™ (£)dt = / g (1),

n—oo n—o0

Cela veut dire que les mesures positives = gT.\ et v = g~ .\ sont égales sur tous les intervalles

la,b] et y prennent des valeurs finies :

b b
| atwar< [Clgwiat = [ g0 < V=algl < +oc,
a a
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le Théoréme d’unicité des mesures dit alors que p = v. Cela
signifie que g = g~ presque partout, c’est-a-dire g = 0 dans L*(R). m

Corollary 1.3.3. €([0,1]) est dense dans L*(0,1).

Proof. Soit f € L?(0,1). Prolongeons-la en f sur R par 0 en dehors de [0,1]. Ona f € L?(R).
Pour tout ¢ > 0, il existe g € #(R) telle que || f — gl|z2r) < €. Soit h = g)j 1) la restriction de

g a[0,1]. On a, d'une part, h € €([0,1]) et, d’autre part, ||f — hl/12(0,1) < I/ — 9llrem)y <e. m

1.3.3 Représentation du dual

Rappelons que le dual est:
H*={®: H — K; & linéaire continue},

ol K =R ou C est le corps de base.

Savoir donner une représentation "concrete" du dual d’un espace fonctionnel per met souvent
de résoudre des problemes sur l’espace lui-méme. Dans le cas des espaces de Hilbert, c’est

particulierement simple.

Rappelons d’abord que nous avons vu que, pour tout y € H , la forme linéaire &, : 2 € H —
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(x]y) est continue, c’est-a-dire est un élément du dual H*, et que ||®y|| = ||y||. 1l s’avere que tous

les éléments du dual sont de cette forme.

Theorem 1.3.5 (Théoreéme de représentation de Fréchet-Riesz). Soit H un espace

de Hilbert. Pour toute ® € H* , il existe un (unique) y € H tel que | ®(z) = (z]y)

pour tout x € H .

Ce théoreme a été prouvé, de fagon indépendante, par M. Fréchet et F'. Riesz en 1907, pour
H = L?(0,1); les deux articles ont été publiés, par coincidence, dans le méme numéro des Notes

aux Compte-rendus de I’Académie des Sciences.

Une autre fagon de voir ce théoréme est de dire que 'application :

J: H — a*

Y — (I)y:J(y)

est surjective. Elle est donc bijective car c’est une isométrie (au sens des espaces métriques)
I = T WO = [[@y = @yl = [|@y—y || = lly = ¥/'II

Notons que dans le cas réel, J est linéaire, mais que dans le cas complexe, elle n’est que
semi-linéaire.

Proof. Nous savons déja que J est une isométrie métrique; cela prouve 'unicité. Ce qu’il
faut voir, c’est la surjectivité.

Soit ® € H*, non nulle. Comme ® est continue, le sous-espace vectoriel F' = ker ® est fermé.

Donc :

H = (ker @) @ (ker ®)*.

Mais comme ® est une forme linéaire non nulle, ker ® est de codimension 1 ; donc (ker ®)* est

de dimension 1 .

Soit u € (ker ®)*, de norme 1 , et posons y = ®(u)u. Alors, comme y € (ker @)+, ®, est
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nulle sur ker ®; mais, d’autre part :

Oy (u) = (u | y) = D(u)(u| u) = O(u)l|ul* = B(u)

Ainsi I'on a bien & = ®,. =

Remark. La valeur y = <I>(11)u peut sembler "tomber du ciel". En fait, si 'on veut avoir
®(x) = (z|y) pour tout x € H , on doit 'avoir pour = € ker®; donc y doit étre dans (ker®)=.
Ainsi y = cu, et I'égalité ®(u) = (uly) entraine ®(u) = c(ulu) = ¢||u||> = ¢. On a donc forcément

y=0(uw)u. m

1.3.4 Adjoint d’un opérateur
On appelle opérateur sur H toute application linéaire continue T : H — H .

Proposition 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout T € Z(H), il existe un autre

opérateur, noté T*, et appelé ladjoint de T, tel que:

‘(Tﬂ:|y) = (z|T"y)|, Vz,y € H.

De plus ||| = [|T°]| -

Proof. Soit y € H. L’application:

®,0T: H-—H

xr+— (Tx | y)

est une forme linéaire continue sur H; il existe donc, par le Théoreme de FréchetRiesz, un unique

élément de H, que 'on notera T*y, tel que :

(x| T*y) = (Tx|y), VzeH.
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A cause de 'unicité, 'application 7% : y € H — T*y € H est clairement linéaire : si y1,y2 € H
Y Y

et a1,a2 € K, on a, pour tout x € H :

(x| T" (ay1 + a2y)) = (Tx | aryr + agyz) = a1 (Tx | y1) + az (T | y2)

a (x| T*y1) + ag (x| T*y2) = (x| a1 T y1 + axT y2)

donc T* (a1y1 + agy2) = a1T*y1 + a2T™ys.

D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

(@ o T) (2)| = (T | y)| < Tyl < [T/ yl;

donc ||T*y|| = ||®y o T'|| < ||T']||]y]|. Cela prouve que I'application linéaire T est continue et que
1Tl < 1T

Pour voir que ||T|| < ||T*||, remarquons que 7% a lui-méme un adjoint 7°*, et que l'on a
T =T:

(y [ T"2) = (T"y | 2) = (y | Tx)

pour tous z,y € H; cela implique que T**z = Tz pour tout x € H. Alors ||T|| = ||T**| < |7

1.4 Bases orthonormées

Pour éviter de parler de familles sommables, on se restreindra aux espaces séparables. Pour
le cas général, on pourra se reporter, par exemple, au livre de G. Choquet, Cours d’Analyse,

Masson.

24



CHAPTER 1. ESPACES DE HILBERT

1.4.1 Espaces séparables

Definition 1.4.1. Un espace topologique E est dit séparable s’il existe une partie D C E qui est

dénombrable et dense dans E: D = E .

Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente.

Proposition 1.4.1. Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soit séparable, il faut et il

suffit qu’il existe dans E une partie A qui soit dénombrable et totale dans E.

On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel normé E est totale lorsque le sous espace vectoriel

vect (A) engendré par cette partie est dense.

Proof. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (Q 4 iQ)-sous-espace vectoriel) engen-
dré par A est dénombrable et son adhérence est la méme que celle de vect (A). m Examples. 1)
Tout espace vectoriel de dimension finie est séparable. 2) Les espaces ¢q et £, pour 1 < p < oo,

sont séparables, car si
en=(0,...,0,1,0,...)
T

n®?me place

alors A = {e,;n > 1} est totale, puisque, pour tout z = (£;,62,...) € £y, on a :

oo
2 — (bre1+ -+ &en) P = D &I =20
k=n-+1

et lorsque = € ¢ :

|z — (§1e1 + - +&nen)lloo = sup [&k] — 0.

On peut montrer (Exercice 19 du Chapitre I) que ¢ n’est pas séparable. m

Proposition 1.4.2. Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.
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Proof. Soit E un espace métrique séparable, D = {x,;n > 1} une partie de E dénombrable
dense, et ' C E. Pourtout couple d’entiers n,k > tels que F' N B (xy,1/k) ne soit pas vide,
choisissons un élément y, , € F' N B (xy,,1/k); sinon (pour des questions de notation), posons
Yn.k = Yo, OU Yo est un élément fixe donné de F' (on peut supposer F' non vide). Alors Dp =
{Yn,k;n, k > 1} est une partie dénombrable de F, et elle est dense dans F' : soit y € F; il existe,
pour tout k£ > 1, un entier n > 1 tel que d(y,z,) < 1/k; on a donc y € B (x,,1/k); donc
FNOB (zp,1/k) #0, et ypx, € FNB (x,1/k); alors d(y, yn k) < d (Y, zn) +d (2, Y k) < 2/k. ®

Remark. Ce n’est pas vrai dans les espaces topologiques généraux. En effet, pour tout
ensemble I, il existe un "gros" espace compact 51, appelé compactifué de StoneCech de I dans
lequel I est dense (il a la propriété que toute fonction bornée sur I a valeurs scalaires se prolonge
de fagon unique en une fonction continue sur I, avec les mémes bornes). Le compactifié de
Stone-ech SN de N est donc séparable; mais on peut montrer que SN\N n’est pas séparable.

Notons que, d’apres la propriété de prolongement, l'espace €' (SN) des fonctions continues
sur SN est isométrique a o. Alors ¢y est isométrique au sous-espace {f € € (6N); f(x) = 0 pour
x € SN\N}. La non séparabilité de I’espace topologique SN\N correspond a la non séparabilité

de I’espace de Banach quotient £ /cy. m

1.4.2 Systémes orthonormés
Nous supposerons dans la suite que H est un espace préhilbertien, de dimension infinie .

Definition 1.4.2. Soit (u;)ic; une famille d’éléments de H, indexée par un ensemble arbitraire
I, non vide. On dit que c’est une famille orthonormée, ou un systeme orthonorme, si:
il = 1,vi € I
2)u; L u;, Vi #j.

Notons que tout sous-systéeme (u;)icy (J C I) d’un systéme orthonormé (u;);cr est encore

orthonormé.
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Examples. 1) Dans /3, la suite (e,),>1 est orthonormée.

2) Dans L?(0,1), on pose :

en(t) = 2™t | n € 7

le systéme (e,)nez est orthonormé; on dit que c’est le systéme trigonométrique . m

Proposition 1.4.3. Si le systéme fini (u1, ..., u,) est orthonormé, alors, pour tous ay, ...,a, € K

2 n
=3 ax)
k=1

n
> apuk
k=1

Proof. 1l suffit de développer en utilisant la Proposition 11.1.3 :

2 n
= llavwel® + > (arur | ajuy),
P oy

n
Z apug
k=1

et d’utiliser que ||agug|| = |ak| ||| = |ak| et que, pour k # j, (aruy | ajuj) = ara; (ug | u;) =0
||

Corollary 1.4.1. Toute famille orthonormée est libre (c’est-a-dire que les vecteurs la composant

sont linéairement indépendants).

Proposition 1.4.4 (Inégalité de Bessel). Soit H un espace préhilbertien. Pour toute famille

orthonormée (u;);c; dans H, on a, pour tout v € H :

2
Yier (@ [w)]” < [l

Dans l'inégalité ci-dessus, la somme au premier membre est définie de la fagon suivante : si

(a;)icr est une famille de nombres réels positifs, alors:

déf
So wp Y

Sily(I) = {(ai)iel e KLY e ail® < +oo}, I'inégalité de Bessel entraine que 'on a une applica-
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tion :

S : H— 52 (I)
x> ((#[us))ier
elle est linéaire, et 'inégalité de Bessel dit de plus qu’elle est continue, et de norme < 1.

Proof. Si & = (x| u;), on a, puisque la famille est orthonormée, pour toute partie finie J

de I :
2

= ||lz|* =2 Re(z | &ui) + > &I

i€ i€J

0<

x = &g

1€

ce qui donne le résultat car (z | &u;) = & (z | wg) = && = |6, m

Proposition 1.4.5. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n>1 une suite orthonormée dans

H. Si un vecteur x € H peut s’écrire x =Y oo &quy , alors on a forcément | &, = (x|uy,) | pour

toutn > 1.

Ici "suite” signifie "famille dénombrable’.

Proof. Pour chaque k > 1, la forme linéaire ®,,, est continue; donc :

(@ | ug) = oy (x) = Z Dy, (§nun) = Z &n (un | ug) = &k
n=1 n=1

Proposition 1.4.6. Soit (un)n>1 une suite orthonormée et x = Y o2 | Eyuy,. Soit Fy, le sous-

espace vectoriel engendré par uy, ..., u,. Alors :
n
Pp,(x) = &rug
k=1

Proof. Comme on a &, = (x | uy), par la proposition précédente, on obtient que (x — 5 &pug | uj) =
0 pour tout 7 < n; donc siy, = > p_; €Uk, Ona x—y, € F,f- Comme y,, € Fj, la caractérisation

du Théoreme 11.2.4 dit que y, = Pp,(x). =
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Proposition 1.4.7. Si H est un espace de Hilbert, et (un)n>1 est une suite orthonormée dans

H, alors, pour toute suite (fn)n>1 € la, la série > ;2 Euuy converge dans H.

En d’autres termes (en utilisant la Proposition 1.4.5), Uapplication linéaire continue:

S : H— fg
x> ((z[un))n>1

est surjective.

Proof. Il suffit de remarquer que la série vérifie le critére de Cauchy, car la Proposition 1.4.3

donne :
n-+p n-+p

13 sl = 3 el =20,
=n =n

uniformément en p =

1.4.3 Bases orthonormées

Definition 1.4.3. On dit qu’une suite orthonormée (up)p>1 dans un espace

préhilbertien H est une base orthonormée de H si I’ensemble u,;n > 1 est total

dans H. On dit aussi que (un)n>1 est une base hilbertienne.

Notons que, comme on s’est restreint a prendre des familles dénombrables, ’espace H sera
forcément séparable.

D’autre part, il faut noter que cette notion de base orthonormée est, en dimension infinie,
différente de la notion de base, au sens algébrique du terme : une famille de vecteurs d’un
espace vectoriel est une base si tout vecteur peut s’écrire, de facon unique, comme combinaison
linéaire d’un nombre fini de termes de la famille; or le théoréme qui suit dit que, pour une base
orthonormée, tout élément s’écrit comme la somme d’une série, qui fait intervenir tous les termes

de la base orthonormée.
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Theorem 1.4.1. Soit H un espace préhilbertien et soit (uy)n>1 une base orthonor-

mée de H. Alors, tout élément x € H s’éerit:

(o]
T = Z Enin |, avec |&n = (x| uy)
n=1

De plus, pour tous x,y € H, on a les formules de Parseval :

1) l* = Zlmlun ;

oo
2)|(z|y) Z x| up) (y | upn)|, la série convergeant absolument.
Proof. Notons F), le sous-espace vectoriel engendré par uy, ..., u,, et posons x,, = Pr, (x) .

x

L’ensemble up;n > 1 étant total, le sous espace U,>1F;, est dense dans H; alors, la suite

(Fn)n>1 étant croissante, on a :
|z — x| = dist (z, F},) —2. 0.

D’autre part, d’apres le Corollaire 1.4.1, {uy,...,u,} est une base, au sens usuel, de F,; et, par

la Proposition 1.4.5, on a donc :

n
Z (zp | ug) u

Mais (z — x,,) € Fi-; donc, pour k < n, (z, | ug) = (z | ux) = & ne dépend pas de n. On a donc

bien :

T = hm kauk = Z ErUk-
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De méme y = > 72 Cpuk, avec (x = (y | ug). Alors, par continuité (Corollaire 1.2.2) :

(z]y) = (ka“k | Z/) =Y & (ur [ y) =D &k,
=1 k=1 k=1

qui donne 'autre identité lorsque y = x. m Il résulte du Théoreme 1.4.1 et de la Proposition

1.4.7 que 'on a :

Corollary 1.4.2. Soit H un espace de Hilbert, séparable, et soit (u,)n>1 une base

orthonormée de H. Alors Uapplication linéaire:

S : H—>£2

T+ ((aj‘un))nzl

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, c’est-d-dire un isomorphisme conservant

le produit scalaire :(S(£)|S(C)) = (£|€) pour tous &, ( € L.

C’est en particulier une isométrie || S(z)|| = ||z|| pour tout = € H . Lorsque H n’est pas

complet, on a toujours une isométrie conservant le produit scalaire, mais elle n’est pas surjective.

L’isomorphisme récipoque est :

St by — H

(gn)nzl — Z Enlin

n=1

Nous allons voir qu’en fait tout espace de Hilbert séparable possede des bases orthonormées,

et donc le corollaire précédent s’applique a tous les espaces de Hilbert séparables.

1.4.4 Existence des bases orthonormées

‘Theorem 1.4.2. Tout espace de Hilbert séparable posséde des bases orthonormées.

En fait la complétude ne sert pas ici (car & chaque étape, on ne travaille que dans des

sous-espaces vectoriels de dimension finie, donc complets).
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On obtient, comme conséquence du Théoréme 1.4.2 et du Corollaire 1.4.2, le résultat essentiel

suivant, dans lequel, cette fois-ci 'hypotheése de complétude ne peut étre omise.

Theorem 1.4.3. Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension infinie, sont

isomorphes entre-euzx, et en particulier a £y .

Preuve du Théoréme 1.4.2 . On utilise tout simplement le procédé d’orthonormalisation

de Gram-Schmidt.

Prenons une partie dénombrable {v,;n > 1} totale. On peut supposer que les v,,,n > 1, sont

linéairement indépendants (en supprimant ceux qui sont combinaison linéaire des précédents).

Soit Fj, le sous-espace vectoriel engendré par vy, ...,v,. On pose u; = IIZiII’ et
ul
/ _ _ n+1
Unp1 = Ppi (Unt1),  Unr = T ol
un+1

Alors la suite (uy),>; est orthonormée, et I'ensemble {u,;n > 1} est total car le sousespace
vectoriel engendré par ui,...,u, est F,. En effet, par le Théoreme 1.3.2, pour 2 < k < n, on a

uj, — v, € F-4 = Fy_1, et donc uj, € F, puisque vy, € Fy et Fj,_1 C Fj.

1.5 Séparabilité de L?(0,1)

1.5.1 Théoréme de Stone-Weierstrass

C’est un théoreme de densité dans I'espace g (K) ou 6 (K) des fonctions continues f: K — R
ou C, ou K est un espace compact. Selon que ’espace est réel ou complexe, il ne s’énonce pas

de la méme fagon: il faut ajouter une hypothese dans le cas complexe.
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Cas réel

Theorem 1.5.1 (Théoreme de Stone-Weierstrass , cas réel). Soit K un espace
compact et A une sous-algébre de l’algébre de Banach réelle g (K).

On suppose de plus que :
a) A sépare les points de K;

b) A contient les constantes.

Alors A est dense dans Gr(K).

Remarks.

1) Une sous-algebre de €' (K) est un sous-espace vectoriel stable par multiplication.

2) Dire que A sépare les points de K signifie que si xz,y € K sont distincts, alors il existe

f € A telle que f(x) # f(y) .

3) L’hypothese que A contienne les fonctions constantes n’est faite que pour éliminer le cas

des sous-algebres A = {f € €(K); f(a) = 0} pour un a € K donné.

Notons que, A étant un sous-espace vectoriel, A contient les constantes si et seule ment si

leA.

On obtient la conséquence immédiate suivante. m

Theorem 1.5.2. Soit K une partie compacte de RY; alors l’ensemble Pr(K) de

tous les polyndémes réels a d variables, restreints a K, est dense dans Er(K) .

Theorem 1.5.3. L’espace réel L(0,1) est séparable.

Proof. Nous savons que ¢([0, 1]) est dense dans L%(0,1). D’autre part, le Théoréme 11.4.2
nous dit que Zr([0,1]) est dense dans ¥r([0,1]). Donc Zg([0,1]) est dense dans L2(0,1),
parce que la norme uniforme sur ¢gr ([0, 1]) est plus fine que la norme de L%(0,1) : pour toute
f € L{(0,1) et tout € > 0, il existe g € Gr([0,1]) telle que ||f — g|l2 < /2; il existe ensuite

p € Zr([0,1]) tel que ||g—plloo < €/2; mais alors [|g—pll2 < ||g—plloc < &/2, et donc ||f—pll2 < e.
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Il ne reste plus qu’a remarquer que &g ([0, 1]) est engendré par la suite définie par :

pot) =1, @) =t, po(t)=1t> , pu(t)=t",

pour obtenir la séparabilité de L%(0,1).

Notons qu’au passage, nous avons prouvé la séparabilité de ¢x([0,1]). =

Corollary 1.5.1. L%(0,1) est isomorphe a Uespace réel {5 .

C’est le théoreme démontré par Fisher et Riesz en 1907. Le point essentiel étant le fait que
L%(0,1) soit complet.
Preuve du Théoréme de Stone-Weierstrass .

Elle se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. II existe une suite de polynomes réels (7n) >0 qui converge uniformément sur [0, 1]

vers la fonction racine carrée 7 : t — /1.
Proof. On définit (rn)n>0 par récurrence, en partant de rg = 0 et en posant, pour tout
n>0:

P (t) = ralt) + 5 (1 [ra(0)F)

Il est clair, par récurrence, que les 7, sont des polyndémes. De plus, pour tout n > 0, on a 0 <
() < V/t; en effet, par récurrence : on a, d’une part, t— [, (t)]* > 0 et donc 7,41 (t) = rp(t) > 0,

et d’autre part :

Vi= i (t) = [Vi—ra(t)] [1 - % (\/%+rn(t))} >0

car vVt + rp(t) < Vt+ v/t = 2y/t < 2. Notons qu’au passage, on a vu que la suite (rn)n20 est

croissante.

Etant croissante et majorée, elle converge, vers une limite r(¢). La relation de récurrence

"y

montre que r(t) = v/t. Reste & voir qu'il y a convergence uniforme. Premiére méthode : "a la
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main". Posons &, (t) = v/t — 7,(t). On a vu ci-dessus, puisque 7, (¢) > 0, que :

0< ennalt) = ealt) [1 = 5 (Vi ma(0)] < 0t <1 _ {j)

donc :

0 < en(t) <eolt) (1 — f)" =t (1 _ f)n
< sup 2(1—x)z" (poserx=1-— \/i/Q)
0<z<1/2
avec T, =n/(n+1)

=2z, (1 —zp)z;

2 2

n
n—i—lx"\ n+1

mDecuxiéme méthode. Il suffit d’utiliser le théoréme suivant.

Theorem 1.5.4 (Théoreéme de Dini ). Soit K un espace compact.

Si (un)n>1 est une suite croissante de fonctions continues u, : K — R qui converge simple-

ment vers une fonction continue u: K — R | la convergence est uniforme.

C’est bien sur évidemment fauzx st l’on ne suppose pas la limite continue.

Proof. Soit ¢ >0 .

Pour chaque x € K , il existe un entier N(z) tel que:
n>N(z) = 0<u(x)—uy(r)<e/3.

Comme u et uy(,) sont continues, il existe un voisinage de z, que 'on peut prendre ouvert, tel

que :

Vi) = ) M TSl

ot (09— s 8] < 5.
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Comme K est compact, il existe x1,...,x,;, € K tels que :

Si N =max{N (z1),...,N(zm)}, on a, pour n > N :
0 <u(x) —uy(x) <e, VrekK,

car x appartient a 'un des V (z;) et n > N (x;); donc :

g

<S4
=3 3

+§—5
5 = ¢

mEtape 2. Si f € A, alors |f| € A.
Proof. En effet, on peut supposer f # 0. Soit a = ||f|l. On a [f(x)]?/a® € [0,1] pour tout
z € K. Mais, comme r, est un polynome, et A est une algebre, on a r, (f?/a®) € Asi f € A.

En passant a la limite, on obtient :
s 2/ 2 1
|f] —anlgrolorn (f /a ) €A

la limite étant uniforme, c’est-a-dire prise pour la norme de ¢x(K). m
Etape 3. Si f, g € A, alors max{f, g}, min{f, g} € A.

Proof. Il suffit de remarquer que :

max{f,g} = %(f+9+|f—9|)

min{f, g} = %(f—i-g_ |f —gl)

et d’utiliser 'Etape 2 (ainsi que le fait que A est un sous-espace vectoriel). m
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Etape 3 bis. Si f,g € A, alors max{f, g}, min{f, g} € A.

Proof. Cela résulte de ce que A vérifie les conditions demandées pour A : elle reste une sous-
algebre (rappelons que la convergence dans % (K) est la convergence uniforme), et, puisque A
contient les constantes et sépare les points de K, il en est a fortiori de méme pour A. m

Bien sfir, par récurrence :

fiooonfn€A = max{fi,....,fn} €A et min{fi,...,f.} €A

Etape 4 . Si 2,y € K et z # y, alors :

Va,peR) (FheA) h(z)=a et hy)=0

C’est la premiere étape dans 'approximation : on peut obtenir avec une fonction de A des valeurs
données en deux points donnés distincts de K.

Proof. Comme A sépare les points, il existe g € A telle que g(z) # g(y). Posons :

On a bien h(z) = a,h(y) = 5, et h € A, car g € A1 € A, et A est un sous-espace vectoriel. m

Etape 5. Pour toute f € €(K), pour tout z € K, et tout € > 0, il existe g € A telle que :

g(x) = f(x) et g(y) < fly) +eVycK.

Proof. Pour tout z € K tel que z # z, il existe, par I'Etape 4, en prenant o = f(z) et B = f(2),
une h, € A telle que h,(z) = f(x) et h,(2) = f(2).

Notons h, la fonction constante égale a f(x) I. Alors :

(Vze K) hy(z)=f(x) et hy(z)=f(2).
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La continuité de f et celle de h, donnent un voisinage, que I’on peut prendre ouvert, V. de z tel
que :

yeV(z) = hi(y) <flyte

Comme K est compact, il existe un nombre fini d’éléments z1, ..., 2z, € K tels que :

Alors g = inf {h.,,...,h., } € A, par 'Etape 3 bis, et 'on a, pour tout y € K : g(y) < f(y) +¢,
puisque y appartient a I'un des V' (z;). m

Etape 6. On a A = r(K).

Proof. Soit f € ¢r(K), et soit € > 0.

Pour tout z € K, il existe g, € A vérifiant les conditions données dans ’'Etape 5 .

La continuité de f et celle de g, donnent un voisinage, que l’on peut choisir ouvert, U(z) de z

tel que :

yeU(r) = g.(y) > fly) —e

La compacité de K permet de trouver un nombre fini d’éléments z1,...,x, € K tels que :

K=U(z1)U---UU (zp) .

Alors ¢ = max {gz,,...,9s,} € A, grice a I'Etape 3 bis; et elle vérifie :

fly) —e<oly) < fly) +e, VyekK,

car chaque y € K est dans 'un des U (z;).

Cela veut dire que ||f — ¢l/co < €.

Comme € > 0 était arbitraire, on a bien f € (A) = A.

Cela acheve la preuve du Théoreme 1.5.1. m
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La preuve de Bernstein pour un intervalle compact de R

La forme générale du Théoréme de Stone-Weierstrass a été donnée par Stone en 1948. A
I'origine, Weierstrass avait montré, en 1885, que toute fonction continue sur un intervalle fermé
borné de R pouvait y étre approchée uniformément par des polynomes. Il utilisait pour cela un

produit de convolution (voir le chapitre suivant).

En 1913, Bernstein en a donné une belle preuve probabiliste, que ’'on va exposer ci dessous.
Notons d’abord que, par un changement de variable, on peut supposer que l'intervalle en question
est [0, 1].

L’idée de départ est la suivante : on fixe ¢ € [0, 1] (aussi bien, si on veut, on peut ne prendre
que 0 <t < 1), et on considere des variables aléatoires indépendantes Xy, ..., X, suivant toutes
la loi de Bernoulli de parametre t. Alors S, = X7 + --- + X, suit la loi binomiale #(n,t) de
parametres n et t. La loi faible des grands nombres dit que Sn—" = t = E(X1) en probabilité.
Alors, pour toute fonction f continue sur [0,1], on a E [f (i)} — f(t). En effet, si e > 0 est

n n—»00

donné, I'uniforme continuité de f sur [0, 1] permet de trouver § > 0 tel que |f(x) — f (2')] < e

n

pour |z — 2’| < ¢; la convergence en probabilité donne alors un N > 1 tel que P ( S > 5) <e

sin > N. Alors, pour n > N, on a :

Bl G101 fpg b 7] -0l

! /{!T—t\éa} ’f {Snrgw)} - f(t)‘ dP(w)

< 2| flloce + €

Or E {f (%)} =Yoo Cptt (1 =) f (%) On pose :
Z Ckik(1 —tynhy ( )
c’est un polynome de degré n On I'appelle le n™¢ polynome de Bernstein de f.
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On vient de voir que 'on a convergence simple de B,,(f) vers f.
Nous allons voir que, griace a une estimation uniforme de la variance des variables de Bernoulli,

la preuve de la loi faible des grands nombres pour ces variables permet d’obtenir la convergence

uniforme de B,,(f) vers f.
Rappelons d’abord que si X est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli

de parametre t, alors sa variance vaut Var(X) = ¢(1 —¢). On a, par 'inégalité de Bienaymé-

Tchebychev, pour tout § > 0 :

(5025 -m] 255 (3)]-9

1 Sn 1
< ﬁ Var (n) = W Var (Sn)

1 n
T 252 Z Var (X;)  (par indépendance)
j=1

Var(X) t(1—t) _1/4
pr— == < —_—.
nd? nd? nd?2

Considérons le module de continuité de f, défini par:

wy(h) =sup {|f(t) = f (t')];[t —¢'| < h}.

Dire que f est uniformément continue signifie que wy(h) ;ﬁ) 0. Fixons un § > 0, que 'on
—
précisera apres. On a, pour tout ¢t € [0, 1] (on prendra garde a différencier 'occurence w € Q du

module de continuité wy; on aurait pu modifier ces notations, mais ce sont celles habituellement
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utilisées !) :

£ (t) = [Ba(H] ()] = ‘E [f(t) -/ <%>H

a1 () -

= e mitey Sy

Sn(w)

n

£6 - ()| e

Sn
<wy(0)+ 21t (Jt - 22| > 5)
1
Swr(0) + 2l flloo 5

Pour tout € > 0 donné, choisissons maintenant § de sorte que w¢(d) < €/2, puis N > 1 tel
que || flloosnsz < €/2. On aura, pour n > N, | f(t) — [Bn(f)]t) |< € pour tout ¢ € [0,1], ce qui

prouve que B, (f) tend uniformément vers f.

1.5.2 Cas complexe

Tel quel, I’énoncé du Théoreme 1.5.1 est faux pour les espaces de fonctions & valeurs complexes.
Par exemple, si K est le disque unité fermé I du plan complexe, toute limite uniforme sur K
de polynomes p,,, est holomorphe dans le disque ouvert D, grace au Théoréme de Weierstrass
sur la convergence uniforme des suites de fonctions holomorphes. L’adhérence de I’algebre des
polynomes n’est donc pas 6¢(K) tout entier par exemple, la fonction z — z n’est pas dedans.

En fait, cet exemple est essentiellement le seul cas dont il faut tenir compte; en effet, on a :
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Theorem 1.5.5 (Théoréme de Stone-Weierstrass, cas complexe). Soit K un espace
compact et soit A une sous-algébre, compleze, de l’espace de Banach complexe 6c(K)

. Si:
a) A sépare les points de K;
b) A contient les fonctions constantes;
¢) A est stable par conjugaison: f € A = f € A,

alors A est dense dans 6¢(K) .

Notons qu’ici f désigne la fonction t € K — f(t) € C, out f(t) est le nombre complexe

conjugué de f(t). Proof. La condition c) permet de dire que :

fedA = Ref:f%eA et Imf:f_

f
5 €A

Soit :

Ar ={f € A; f(t) e R,Vt € K}.

La remarque ci-dessus permet de dire que :

A= Agr +iAR.

De plus, Ar est une sous-algebre de %xr(K), qui contient les fonctions constantes (réelles), et
sépare les points de K : si u # v, il existe f € A telle que f(u) # f(v); mais alors Re f(u) #
Re f(v) ou Im f(u) # Im f(v), et Re f,Im f € Ag. Il résulte du cas réel que Ag est dense dans
¢r(K). Mais alors, A = Ar +iAg est dense dans 6c(K) = Gr(K) +i%r(K). mExample. Soit
K une partie compacte de C. L’ensemble des polyndémes, a coefficients complexes, en les deux

variables z et Z est dense dans ¢ (K).

On notera que c’est aussi, en identifiant C & R?, I'ensemble des polynomes, a coefficients

42



CHAPTER 1. ESPACES DE HILBERT

complexes, en les deux variables réelles z et y, en identifiant z = x + iy € C avec(z,y) € R?. =

1.5.3 Le systéme trigonométrique

Nous allons considérer ici des fonctions f : R — C périodiques, de période 1 sur R.

L’application surjective:

e1: R—U={z€C;lz| =1}

2mit _

t—e U

permet des les identifier aux fonctions définies sur U. On peut aussi les identifier aux fonctions

définies sur le tore T = R/Z.

De plus, on sait que pour toute fonction f continue sur R de période 1 , il existe une
unique fonction continue f : U — C telle que f = foe; (resp. f: T — C telle que f(z) =
f(z + Z)). Lespace € (R) des fonctions continues sur R de période 1 , muni de la norme
| flloo = supger |f(2)|, s'identifie donc & 'espace €' (U) des fonctions continues sur le compact

U. 11 s’identifie aussi au sous-espace ¢ = {f € €([0,1]); f(0) = f(1)}. Ces identifications sont

isométriques puisque :

sup |f(z)| = sup |f(z)| = sup|f(u)| = sup|f(&)|.
zeR z€[0,1] uel ¢eT

Definition 1.5.1. On appelle polynome trigonométrique toute somme finie

Na
Z anGant

n=N1

avec a, € C et N1, Ny € Z, N7 < Ns.

Notons qu’en ajoutant au besoin des coefficients nuls, on peut toujours écrire un polynome
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trigonométrique sous la forme symétrique :

N

2 : ane%'rmt7

n=—N

ou N est un entier positif.

On notera, pour tout n € Z:

en(t) =™ | teR

L’ensemble e,;n € Z s’appelle le systéme trigonométrique .

Les polynoémes trigonométriques s’identifient aux polynomes usuels en u et @ sur U, puisque

tout u € U s’écrit sous la forme u = ei(t) = ¥ | et qu'alors ue*™™ = ¢,(t) , et que

u = e 2™t — ¢, (t) . Le théoréme de Stone-Weierstrass complexe appliqué a %¢(U) donne

donc :

Theorem 1.5.6. L’ensemble des polynomes trigonométriques est dense dans

l’espace des fonctions continues de période 1 sur R .

Considérons maintenant 1’espace des fonctions f : R — C mesurables de période 1 telles que

/01 1 (6)dt < +oc.

Lorsque l'on le quotiente par le sous-espace des fonctions négligeables, ce quotient s’identifie a

L%(0,1) = L&(0,1); en effet, pour toute fonction mesurable g : [0,1] — C, la fonction mesurable:

g: [0,1] —C

g(t)si0 <t <1,
t—

g(0)sit=1

se prolonge par périodicité en une fonction mesurable f : R — C de période 1 , et fol lg(t)|2dt =

Jo LF ()Pt
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Ces identifications étant faites, on peut énoncer :

Theorem 1.5.7. Le systéme trigonométrique est une base orthonormée de L(QC(O, 1)

Corollary 1.5.2. L’espace réel Lﬁ(O, 1) posséde une base orthonormée formée des

fonctions:

1,2 cos(2nt), V2 cos(4mt), . .., /2 cos(2mnt), . ..
V2sin(27t), v2sin(4nt), . ..,/ 2sin(27nt), . ..

Remarques 1) Z étant dénombrable, on pourrait ré-indexer le systéme trigonométrique avec

les entiers positifs.

2) Le théoréme signifie que, pour toute f € L&(0,1), on a :

N ~
]\}Lmoo f= Z f(n)en| =0
N

n=—

2

ou les produits scalaires :

f(n) = (f len) = Jo f(t)en(t)dt = [y f()e 2™ dt |

pour n € Z, sont appelés les coefficients de Fourier de f. La formule de Parseval s’écrit alors

Jo 1f @) Pde = ez |f ()]

Nous savons qu’il existe alors une suite strictement croissante d’entiers (I, )n>1 telle que :

In,
T Y f(k)e = ()
k=—1n

pour presque tout ¢ € [0, 1].

Répondant a une question posée par Lusin en 1913, L. Carleson a montré en 1966 qu’en fait,
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sans prendre de sous-suite, on a, pour toute f € L2(0,1) :
n
. N 2mikt
nlggokz Fk)e™™™ = f(t)
=—n

pour presque tout ¢ € [0,1]. C’est un résultat d’une extréme difficulté.

Preuve du théoréme 1.5.7 Il est d’abord facile de voir que {e,;n € Z} est orthonormé :

(en L eg) = [ etrimietminigy = [ monprgy = 3 %
0 0 Osin#p
Il est total car les polynomes trigonométriques sont denses dans € (U) et || - |[oc = || - ||2, en

utilisant le lemme suivant :

Lemma 1.5.1. L’ensemble €1(R) des fonctions continues sur R de période 1 , identifié a6 =
{f € €([0,1]); £(0) = f(1)}, est dense dans L?(0,1).

En effet, si f € L2(0,1), il existe alors, pour tout e > 0,9 € € = € (U) telle que ||f — g2 <
€/2; il existe ensuite un polynome trigonométrique p tel que ||g — plleo < €/2; mais ||g — pll2 <

g — plloo < /2; done ||f —pll2 < e.

Preuve du lemme. Soit f € L?(0,1) et soit ¢ > 0. Nous savons (Corollaire 11.2.9) qu’il
existe h € €([0,1]) telle que || f — hlj2 < &/2. Soit M > 0 tel que |h(t)| < M pour tout ¢ € [0,1],
et notons a =1 — (ﬁ)%

Nous allons modifier h sur [a, 1] en posant hi(1) = h(0) et en prenant h; affine entre a et 1 .

Alors hy € C, b, < M, et :
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1/2
=il = ([ 16) ~ o) )

<(1—a)'”? sup (JA(t)] + [ha(t)])

a<t<1

<—><(M+M):g.

On a donc ||f —hif2 <e.
Exemple d’application. Soit f : R — R la fonction définie par f(t) =t pour 0 <t <1, et

prolongée par périodicité sur R.

Alors f € L?(0,1) et

2 ! 2 1
1713 = [ 2t = .
0

Les coefficients de Fourier de f sont :

~ 1 )
f(n) = / te 2™ dt, n e
0

Pour n =10: foltdt: 1/2; pour n # 0 :

. 1 )
. t —2mint 1 ,—2mint 1 .
fW—[e .]—/e T ——
0
0

—2min —2min —2min  2mn’

La formule de Parseval || f||3 = 3,.c2 |F(n)|? donne donc :

1 1 1 &1
=1 4ﬂm—1+55259

d’ou :
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Coefficient de Fourier des fonctions de L'(0,1)

Pour toute f : [0,1] — C mesurable, I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ istenae< ([ m)m ([rwpa) =([ |f<t>\2dt)l/2

dit que £%([0,1]) € £*([0,1]). On a donc une injection naturelle de L2(0,1) dans L(0,1). Par

1/2

identification de L?(0, 1) avec son image dans L'(0, 1), on écrira : | L2(0,1) C L'(0, 1) | Pour toute

f € LY(0,1), on peut définir les coefficients de Fourier :

—~ 1 )
f(n) = /0 ft)e2™tdt, neZ

puisque [e ?™"| = 1. On a |7(n)| < ||f|l. pour tout n € Z. De plus :

Theorem 1.5.8 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction f € L'(0,1),

ses coefficients de Fourier tendent vers 0 quand |n|tend vers linfini:

Proof. Si g € L?(0,1), la formule de Parseval :

gl = > 1g(n)?

neZ

montre que l'on a, en particulier, g(n) — 0.
[n]—o0

Maintenant, si f € L(0, 1), il existe, pour tout & > 0, une fonction g € L2(0,1) (par exemple

~

g étagée, ou bien g continue) telle que || f — g||1 < e. Comme on a |f(n) —g(n)| < ||f — gl <e,

~

on obtient |f(n)| < [g(n)| + ; donc :

limsup | f(n)| < limsup [§(n)| +e=¢
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