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INTRODUCTION

L’analyse fonctionnelle étudie les fonctions, en tant qu’éléments de certains espaces, dits

fonctionnels. Elle s’est développée principalement à partir de l’étude des espaces vectoriels

normés, et plus particulièrement des espaces vectoriels normés complets (espaces de Ba-

nach). L’avantage des espaces normés complets réside dans la propriété d’existence qu’ils

renfermentă: pour toute suite de Cauchy, il existe un élément qui en est la limite. Ce cours

s’adresse aux étudiants de 3e année de mathématiques, au semestre 5. Il requiert une bonne

connaissance de la topologie générale. Des notions de fonctions à variables complexes, d’inté-

grales, de séries, d’algèbre linéaire, etc., seront également utiles.
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CHAPITRE 1

ESPACES DE BANACH

Dans ce chapitre d’introduction, on donnera quelques généralités sur les espaces normés

abstraits, avec des exemples, et on traitera le cas des espaces de dimension finie. C’est essen-

tiellement un rappel des cours de Licence. Ce sera aussi l’occasion de fixer certaines notations.

1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.1 Norme

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. une norme sur E est une appli-

cation, le plus souvent notée ‖.‖ :

‖ · ‖ : E −→ R+ = [0, +∞[

ayant les trois propriétés suivantes :

1. a) ‖x‖ ≥ 0 pour tout x ∈ E et b) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 ;

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ , ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K (homogénéité) ;

3. ‖x + y‖ ⩽ ‖x‖ + ‖y‖, ∀x, y ∈ E (inégalité triangulaire).
Si on supprime le 1) b), on dit que ‖.‖ est une semi-norme. Notons qu’alors 2) entraîne
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

néanmoins que ‖0‖ = 0.

À partir d’une norme, on obtient une distance sur E en posant d(x, y) = ‖x − y‖ .

On définit alors les :

• boules ouvertes :
◦
B (x, r) = {y ∈ E; ‖x − y‖ < r} ;

• boules fermées : B(x, r) = {y ∈ E; ‖x − y‖ ⩽ r},

ce qui permet de définir une topologie sur E ; une partie A de E est ouverte (et on dit aussi que

A est un ouvert de E) si pour tout x ∈ A il existe une boule centrée en x, de rayon r = rx > 0,

contenue dans A. Il n’y a pas besoin de préciser s’il s’agit d’une boule ouverte ou d’une boule

fermée. En effet, si A contient la boule fermée B(x, r), elle contient a fortiori la boule ouverte
◦
B (x, r) ; et, inversement, si A contient la boule ouverte

◦
B (x, r), elle contient la boule fermée

B(x, r′), pour tout r′ < r. Notons que l’ensemble vide ∅ est un ouvert (puisqu’il n’y a aucun

x dans A, la propriété définissant les ouverts est trivialement vérifiée). L’espace E tout entier

est clairement un ouvert. Il résulte de la définition que toute réunion d’ouverts est un ouvert.

Toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert : si x ∈ A = A1 ∩ · · · ∩ An, et
0
B (x, rk) ⊆ Ak, alors

◦
B (x, r) ⊆ A, avec r = min (r1, . . . , rn)

Une partie V contenant le point x0 ∈ E est un voisinage de x0 si elle contient une boule

(ouverte ou fermée) de centre x0, de rayon r > 0.

Une partie est fermée (on dit aussi que c’est un fermé) si son complémentaire est ouvert.

Par complémentarité, on obtient que ∅ et E sont des fermés, que l’intersection de toute

famille de fermés est encore un fermé, ainsi que toute réunion d’un nombre fini de fermés.

Si A ⊆ E est une partie de E, on appelle intérieur de A, et on note
◦
A, ou int(A), le plus

grand ouvert contenu dans A (c’est la réunion de tous les ouverts contenus dans A), et on

appelle adhérence, ou fermeture, de A le plus petit fermé contenant A (c’est l’intersection de

tous les fermés contenant A). On note A l’adhérence de A. On rappelle (c’est facile à voir)

que x ∈ Ā si, et seulement si, il existe une suite d’éléments de A convergeant vers x. On dit

que A est dense dans E si Ā = E.

Proposition 1.1.1. Toute boule ouverte est un ouvert et toute boule fermée est un fermé.
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

Preuve. 1) Soit x ∈
◦
B (x0, r0) et soit 0 < r < r0 − ‖x − x0‖ > 0. Pour ‖x − y‖ ⩽ r, on a

‖y − x0‖ ≤ ‖y − x‖ + ‖x − x0‖ ≤ r + ‖x − x0‖ < r0 ; donc B(x, r) ⊆
◦
B (x0, r0).

2) Soit x /∈ B(x0, r0) et soit 0 < r < ‖x − x0‖ − r0 ; alors B(x, r) ⊆ [B(x0, r0)]c, puisque, si

‖y − x‖ ≤ r, on a ‖y − x0‖ ≥ ‖x0 − x‖ − ‖x − y‖ ≥ ‖x0 − x‖ − r > r0.

Toutes les notions topologiques précédentes ne font pas intervenir le fait que E soit un

espace vectoriel, ni que la distance est définie à partir d’une norme ; elles sont donc valables

dans tout espace métrique. Par contre, on a une propriété spécifique dans les espaces normés,

qui justifie la notation des boules ouvertes : l’intérieur de B(r, r) est la boule ouverte
◦
B (x, r)

et l’adhérence de la boule ouverte
◦
B (x, r) est la boule fermée B(x, r) (voir ci-dessous).

Définition 1.1.2. Lorsqu’un espace vectoriel E est muni d’une norme et de la topologie

associée à cette norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé, ou, plus simplement, un

espace normé.

Notation. On notera par BE la boule fermée B(0, 1) de centre 0 et de rayon 1.

On dira que c’est la boule unité de E.

Proposition 1.1.2. Si E est un espace normé, alors les applications :

+ : E × E → E et K × E → E

(x, y) 7→ x + y (λ, x) 7→ λx

sont continues.

Définition 1.1.3. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe, muni d’une topologie. On dit

que E est un espace vectoriel topologique (e.v.t.) si les applications :

+ : E × E → E et K × E → E

(x, y) 7→ x + y (λ, x) 7→ λx

sont continues.

On dit qu’un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel topologique localement
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

convexe, ou espace localement convexe (e.l.c.), si tout point possède une base de voisinages

convexes.

Il résulte de la Proposition 1.1.5, et du fait que les boules sont convexes, que tout espace

normé est un e.v.t. localement convexe.

preuve de la proposition 1.1.2. E × E et K × E sont munis de la topologie-produit,

qui peut être définie par les normes :

‖(x, y)‖ = max{‖x‖, ‖y‖} et ‖(λ, x)‖ = max{|λ|, ‖x‖}.

Il suffit ensuite d’utiliser les inégalités :

‖(x + y) − (x0 + y0)‖ = ‖(x − x0) + (y − y0)‖ ⩽ ‖x − x0‖ + ‖y − y0‖

et :
‖λx − λ0x0‖ = ‖(λ − λ0) (x − x0) + λ0 (x − x0) + (λ − λ0) x0‖

⩽ |λ − λ0| ‖x − x0‖ + |λ0| ‖x − x0‖ + |λ − λ0| ‖x0‖ .

Corollaire 1.1.1. Les translations :

τa : E −→ E (a ∈ E)

x 7−→ x + a

et les homothéties :
hλ : E −→ E (λ ∈ K)

x 7−→ λx

sont continues. Ce sont des homéomorphismes (si λ 6= 0 pour les homothéties).

Corollaire 1.1.2. Toutes les boules fermées de rayon r > 0 sont homéomorphes entre-elles,

donc à BE. Toutes les boules ouvertes de rayon r > 0 sont homéomorphes entre-elles.
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

Corollaire 1.1.3. L’adhérence de la boule ouverte
◦
B (x, r) est la boule fermée B(x, r) et

l’intérieur de la boule fermée B(x, r) est la boule ouverte
◦
B (x, r).

Preuve. 1) L’adhérence de la boule ouverte est évidemment contenue dans la boule

fermée, puisque celle-ci est fermée dans E. Inversement, si y ∈ B(x, r), on a

yn = 1
nx +

(
1 − 1

n

)
y ∈

◦
B (x, r) car

∥∥∥x −
[

1
nx +

(
1 − 1

n

)
y
]∥∥∥ =

(
1 − 1

n

)
‖x − y‖ < r ; comme

y = limn→∞ yn, on obtient y ∈
◦
B (x, r).

2) Étant ouverte dans E, la boule ouverte est contenue dans l’intérieur de la boule fermée.

Pour montrer l’inclusion inverse, il faut montrer que si y n’est pas dans la boule ouverte,

alors aucune boule B(y, ρ) de centre y et de rayon ρ > 0 n’est contenue dans B(x, r). Or si

y /∈
◦
B (x, r), on a ‖y − x‖ ⩾ r. Pour tout ρ > 0,le vecteur z = y + ρ

‖y−x‖(y − x) est dans

B(y, ρ), puisque ‖z − y‖ = ρ
‖y−x‖‖y − x‖ = ρ, mais n’est pas dans B(x, r), car ‖z − x‖ =∥∥∥y + ρ

‖y−x‖(y − x) − x
∥∥∥ =

(
1 + ρ

‖y−x‖

)
‖y − x‖ ⩾ (1 + ρ

‖y−x‖)r > r. Donc y n’est pas dans

l’intérieur de B(x, r).

Corollaire 1.1.4. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors son adhérence F̄ aussi.

Preuve. Soit x, y ∈ F̄ et a, b ∈ K. Il existe xn, yn ∈ F tels que xn −→
n→∞

x et yn −→
n→∞

y.

Par la Proposition 1.1.5, on a ax + by = limn→∞ (axn + byn) ; et comme axn + byn ∈ F , on

obtient ax + by ∈ F̄ .

Proposition 1.1.3. l’application x ∈ E 7→ ‖x‖ ∈ R+ est continue.

Preuve. Il suffit d’utiliser l’inégalité
∣∣‖x‖ − ‖y‖

∣∣ ≤ ‖x − y‖.

1.1.2 Quelques exemples usuels

Espaces de suites

1) a) Il est immédiat de voir que si l’on pose, pour x = (x1, . . . , n) ∈ Kn :


‖x‖1 = |x1| + · · · + |xn|

‖x‖∞ = max {|x1| , . . . , |xn|}
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

alors ‖.‖1 et ‖.‖∞ sont deux normes sur Kn.

On note ℓn
1 = (Kn, ‖.‖1) et ℓn

∞ = (Kn, ‖.‖∞).

b) Si p est un nombre réel vérifiant 1 < p < ∞, on obtient une norme sur Rn en posant :

‖x‖p =
(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

On note ℓn
1 = (Kn, ‖.‖p).

Seule l’inégalité triangulaire :

(
n∑

k=1
|xk + yk|p

)1/p

⩽
(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

+
(

n∑
k=1

|yk|p
)1/p

,

appelée inégalité de Minkowski, n’est pas évidente ; elle peut se démontrer ainsi : Par

convexité de la fonction t ∈ R+ 7→ tp, on a [αu + (1 − α)v]p ⩽ αup + (1 − α)vp si

0 ⩽ α ⩽ 1 et u, v ⩾ 0. Prenons α = ‖x‖p

‖x‖p+‖y‖p
(de sorte que 1 − α = ‖y‖p

‖x‖p+‖y‖p
),u = |xk|

‖x‖p

et v = |yk|
‖y‖p

(si ‖x‖p = 0 ou ‖y‖p = 0, le résultat est évident). En sommant, on obtient

1
(‖x‖p+‖y‖p)p

∑n
k=1 (|xk| + |yk|)p ⩽ 1, ce qui donne le résultat, puisque |xk + yk| ⩽ |xk| + |yk|

pour tout k = 1, . . . , n.

Une inégalité très utile est l’inégalité de Hölder . Rappelons que si 1 < p < ∞, l’ex-

posant conjugué de p est le nombre q vérifiant 1
p + 1

q = 1 . Explicitement, q = p
p−1 . On a

1 < q < ∞, et p est l’exposant conjugué de q. Ils sont aussi liés par l’égalité (p − 1)(q − 1) = 1 .

L’inégalité de Hölder s’énonce alors ainsi si 1 < p < ∞ et q est l’exposant conjugué de p,

alors, pour tous x1, ..., xn, y1, ..., yn ∈ K, on a :

n∑
k=1

|xkyk| ⩽
(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p( n∑

k=1
|yk|q

)1/q

Lorsque p = 2, alors q = 2 : c’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz (due, sous cette forme,

à Cauchy en 1821).

Pour montrer l’inégalité de Hölder, on part de l’inégalité ab ≤ ap

p + bq

q , pour a, b ≥ 0 (c’est

une conséquence de la convexité de la fonction t ∈ R+ 7→ tp

p et du fait que sa dérivée t 7→ tP −1
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

est la réciproque de la dérivée t 7→ tq−1 de t 7→ tq

q , comme on peut s’en convaincre en faisant

un dessin ; mais on peut le voir aussi simplement, par exemple en étudiant les variations de

la fonction t 7→ tp

p + bq

q − bt) ; on l’applique P avec a = |xk|
‖x‖p

et b = |yk|
‖y‖q

(on peut supposer

‖x‖p > 0 et ‖y‖q > 0 ), et on somme. On obtient 1
‖x‖p‖y‖q

∑n
k=1 |xkyk| ≤ 1

p + 1
q = 1, d’où

l’inégalité de Hölder.

2) Ces exemples se généralisent en dimension infinie. a) Soit :

a)Soit :

c0 =
{

x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗ ; limn→∞ xn = 0
}

,

et :

ℓ∞ =
{

x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗ ; (xn)n soit bornée
}

;

on les munit de la norme définie par :

‖x‖∞ = supn≥1 |xn| .

b) pour 1 ≤ p < ∞, op pose :

ℓp =
{

x = (xn)n⩾1 ∈ KN∗ ;
∞∑

n=1
|xn|p < +∞

}
;

on le munit de la norme définie par :

‖x‖p =
( ∞∑

n=1
|xn|p

) 1
p .

Le fait que ℓp soit un sous-espace vectoriel de l’espace des suites, et que ‖.‖p , soit une norme

sur ℓp se déduit de l’inégalité de Minkowski (évidente lorsque p = 1) généralisée comme suit :

( ∞∑
n=1

|xn + yn|p
)1/p

⩽
( ∞∑

n=1
|xn|p

)1/p

+
( ∞∑

n=1
|yn|p

)1/p

,

pour tous x1, x2, . . . , y1, y2, . . . ∈ K. On l’obtient a partir de la précédente en faisant tendre le

nombre de termes vers l’infini : pour tout N ⩾ 1, on a
(∑N

n=1 |xn + yn|p
)1/p

⩽
(∑N

n=1 |xn|p
)1/p

+
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

(∑N
n=1 |yn|p

)1/p
⩽ (
∑∞

n=1 |xn|p)1/p + (
∑∞

n=1 |yn|p)1/p

L’inégalité de Hölder se généralise de la même façon. Si 1 < p < ∞ et si q est l’exposant

conjugué de p, on a :

∞∑
n=1

|xnyn| ⩽
( ∞∑

n=1
|xn|p

)1/p( ∞∑
n=1

|yn|q
)1/q

.

En particulier, lorsque x = (xn)n ∈ ℓp et y = (yn)n ∈ ℓq, on a xy ∈ ℓ1 et ‖xy‖1 ≤ ‖x‖p‖y‖q .

Les espaces ℓp sont en fait des cas particuliers des espaces de Lebesgue Lp(m), dont nous

rappellerons la définition ci-dessous, correspondant à la mesure de comptage sur N∗ .

Espaces de fonctions

1) a) Soit A un ensemble et soit l’espace Fb(A) l’espace (que l’on note aussi ℓ∞(A) si

l’on veut privilégier l’aspect "famille d’éléments") des fonctions bornées sur A, à valeurs dans

K = R ou C. Si l’on pose :

‖f‖∞ = supx∈A |f(x)| ,

on a une norme, appelée norme uniforme. La topologie associée à cette norme est la topologie

de la convergence uniforme ; en effet, il est clair que ‖fn − f‖∞ −→
n→∞

0 si et seulement si (fn)n

converge uniformément sur A vers f .

b) Soit K un espace compact et C (K) l’espace des fonctions continues sur K (à valeurs

scalaires). Toute fonction continue sur un compact étant bornée,C (K) est un sous-espace

vectoriel de Fb(K). On le munit usuellement de la norme induite ‖f‖∞ = supx∈k |f(x)| .

Notons que, lorsque K = [0, 1], par exemple, on peut aussi munir C ([0, 1]) de la norme

définie par :

‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(t)|dt,

qui vérifie ‖f‖1 ≤ ‖f‖∞ .

c) Sur l’espace C ([0, 1]) des fonctions k fois continúment dérivables sur [0, 1] ,on peut
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CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

mettre la norme :

‖f‖(k) = max
{

‖f‖∞,
∥∥f ′∥∥

∞ , . . . ,
∥∥∥f (k)

∥∥∥
∞

}

2) Les espaces de Lebesgue.

Soit (S, F , m) un espace mesuré ; pour 1 < p < ∞, on note L p(m) l’espace de toutes

les fonctions mesurables f : S 7→ K = R ou C telles que :

∫
S

|f(t)|pdm(t) < +∞,

et l’on pose :

‖f‖p =
( ∫

S
|f(t)|pdm(t)

) 1
p

.

Notons que ‖f‖p = 0 si et seulement f = 0 m-presque partout.

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Minkowki). Soit 1 ≤ p < ∞. Pour f, g ∈ L p(m), on a

l’inégalité de Minkowski :

(∫
S

|f + g|pdm

)1/p

⩽
(∫

S
|f |pdm

)1/p

+
(∫

S
|g|pdm

)1/p

Il en résulte que L p(m) est un sous-espace vectoriel de l’espace des fonctions mesurables et

que ‖.‖p, est une semi-norme sur L p(m). Pour p = 1, l’inégalité est évidente.

Preuve. La preuve est la même que pour les suites. On se place dans le cas p > 1. On peut

supposer ‖f‖p > 0 et ‖g‖p > 0(car sinon f = 0m-p.p. et alors f +g = gm-p.p., ou g = 0 m-p.p.

et alors f +g = m-p.p.). On applique l’inégalité de convexité [αu+(1−α)v]p ⩽ αup+(1−α)vp

avec α = ‖f‖p/ (‖f‖p + ‖g‖p) ∈ [0, 1], u = |f(t)|/‖f‖p et v = |g(t)|/‖g‖p. Comme α/‖f‖p =

(1 − α)/‖g‖p = 1/ (‖f‖p + ‖g‖p), on a
(

|f(t)|+|g(t)|
‖f‖p+‖g‖p

)p
⩽ α

‖f‖p
p
|f(t)|p + 1−α

‖g‖p
p
|g(t)|p, d’ou, en

intégrant :

∫
S

(|f(t)| + |g(t)|)p

(‖f‖p + ‖g‖p)p dm(t) ⩽ α

‖f‖p
p

∫
S

|f(t)|pdm(t) + 1 − α

‖g‖p
p

∫
S

|g(t)|pdm(t)

= α + (1 − α) = 1

12



CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

cela donne le résultat puisque |f(t) + g(t)| ≤ |f(t)| + |g(t)|. On a vu que ‖.‖p , n’est pas

une norme en général, puisque ‖f‖p = 0 si et seulement f = 0 m-presque partout. Si désigne

l’espace des fonctions mesurables f : S 7→ K nulles m-presque partout, l’espace-quotient

Lp(m) = L p(m)
N est alors normé si l’on pose ‖f̃‖p = ‖f‖p (voir l’Exercice 15). Dans la

pratique, on ne fera pas de distinction entre la fonction et sa classe d’équivalence m-presque

partout f̃ , et on écrira donc f ∈ Lp(m) au lieu de f ∈ L p(m) . Toutefois, il faut parfois faire

attention, notamment lorsque l’on manipule des quantités non dénombrables de fonctions.

Cette distinction peut déjà intervenir pour des questions de mesurabilité. On peut aussi le

voir sur l’exemple suivant :

Soit F l’ensemble de toutes les parties finies de [0, 1] ; pour tout A ∈ F , on a,

relativement à la mesure de Lebesgue,IA = 0 p.p. ; donc ĨA = 0̃ . Mais, d’un autre côté,

supA∈F IA(x) = 1 pour tout x ∈ [0, 1] ; donc (supA∈F ĨA) = Ĩ.

Comme pour les suites, l’inégalité de Hölder est très utile.

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Hölder). Si 1 < p < ∞ et si q est l’exposant conjugué de p,

on a, pour f ∈ L P (m)et g ∈ L q(m) , l’inégalité de Hölder :

∫
S

|fg|pdm ⩽
(∫

S
|f |pdm

)1/p (∫
S

|g|pdm

)1/p

Pour p = q = 2 , on l’appelle inégalité de Cauchy-Schwarz :

∫
S

|fg|2dm ⩽
(∫

S
|f |2dm

)1/2 (∫
S

|g|2dm

)1/2

si f, g ∈ L 2(m) (elle a été démontrée par Bouniakowski en 1859 et redémontrée par

Schwarz en 1885 ; elle généralise l’inégalité pour les sommes démontrée par Cauchy). Elle se

démontre de la même façon que pour les sommes, en intégrant au lieu de sommer.

Preuve. On peut supposer ‖f‖p > 0 et ‖g‖q > 0 car sinon f = 0m − p.p. ou g = 0

m-p.p., et alors fg = 0m − p.p. On utilise l’inégalité ab ⩽ ap

p + bq

q avec a = |f(t)|/‖f‖p et

13
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b = |g(t)|/‖g‖q. En intégrant, on obtient :

∫
S

|f(t)g(t)|
‖f‖p‖g‖q

dm(t) ⩽ 1
p

∫
S

|f(t)|p

‖f‖p
p

dm(t) + 1
q

∫
S

|g(t)|q

‖g‖q
q

dm(t) = 1
p

+ 1
q

= 1

d’où le résultat.

Comme application on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.4. Soit (S, F , m)un espace mesuré de mesure finie. Alors, pour 1 < P1 <

P2 < ∞, on a L P2(m) ⊆ L P1(m) ⊆ L (1(m) . De plus si m(S) = 1 (c’est à-dire que m est

une mesure de probabilité), alors ‖f‖1 < ‖f‖p1 < ‖f‖p2 pour toute f ∈ L p2(m) .

Preuve. On peut supposer p1 < p2 Posons p = p2
P1

. Comme p > 1 , on peut utiliser

l’inégalité de Hölder :

∫
S

|f |p1dm ⩽
(∫

S
1qdm

)1/q (∫
S

(|f |p1)p dm

)1/p

= [m(S)]1/q
(∫

S
|f |p2dm

)1/p

;

d’où ‖f‖p1 ≤ [m(S)]
1

p1
− 1

p2 ‖f‖p2 .

La seconde inclusion s’obtient en remplaçant p2 par p1 et en prenant p1 = 1 .

Remarque 1. Au contraire, pour les espaces ℓp, on a les inclusions inverses ; pour 1 < P1 <

P2 < ∞ :

ℓ1 ⊆ ℓp1 ⊆ ℓp2 ⊆ c0 ⊆ ℓ∞.

De plus ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p2 ≤ ‖x‖p1 ≤ ‖x‖1 pour tout x ∈ ℓ1 .

En effet , si x ∈ ℓp2 ,
∑∞

n=1 |xn|p2 < +∞ ; donc xn −→
n→∞

0 . De plus , pour tout n ≥ 1,

|xn| ⩽ (
∑∞

n=1 |xn|p2)1/p2 = ‖x‖p2 ; donc ‖x‖∞ = supn⩾1 |xn| ⩽ ‖x‖p2. Maintenant, si x ∈ ℓp1

n’est pas nul, posons x′ = x/‖x‖p1. On a ‖x′‖p1
= 1, c’est-à-dire

∑∞
n=1 |x′

n|p1 = 1. Il en

résulte que |x′
n|p1 ⩽ 1, et donc |x′

n| ⩽ 1, pour tout n ⩾ 1. Alors, pour tout n ⩾ 1, |x′
n|p2 ⩽

|x′
n|p1, puisque p2 ⩾ p1. Il en résulte que

∑
n=1 |x′

n|p2 ⩽ ∑
n=1 |x′

n|p1 = 1, c’est-à-dire que∑
n=1 |xn|p2 ⩽ ‖x‖p2

p1. Donc x ∈ ℓp2 et ‖x‖p2 ⩽ ‖x‖p1.

Remarque 2. Par contre, il est important de noter que L p1(R) ⊈ L p2(R) pour tous

p1 /∈ p2 .

14



CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

En effet, si p1 < p2, la fonction définie par f(t) = 1/t1/p2 pour 0 < t ⩽ 1, et par f(t) = 0

ailleurs, est dans L p1(R) car p1/p2 < 1, mais pas dans L p2(R). Si p1 > p2, alors la fonction

définie par f(t) = 1/t1/p2 pour t ⩾ 1, et f(t) = 0 pour t < 1, est dans L p1(R) car cette

fois-ci p1/p2 > 1, mais n’est pas dans L p2(R).

1.1.3 Espaces de Banach

Définition 1.1.4. Une suite (xk)k d’éléments d’un espace normé E est dite suite de Cauchy

si :

(∀ε > 0) (∃N ⩾ 1) k, l ⩾ N =⇒ ‖xk − xl‖ ⩽ ε.

Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.1.5. On dit qu’un espace normé est complet si toute suite de

Cauchy est convergente. On appelle espace de Banach tout espace normé com-

plet.
Exemples.

a) Il est immédiat de voir que ℓn
p = ((K)n, ‖.‖p) est complet pour 1 ≤ p ≤ ∞.

b) Les espaces c0 et ℓp, pour 1 ≤ p ≤ ∞ sont complets (Exercice 3).

c) (C (K), ‖.‖∞) est complet : toute suite uniformément de Cauchy est ment convergente,

et si elles sont continues, la limite est continue.

Par contre, (C ([0, 1]), ‖.‖1) n’est pas complet (Exercice 3).

d) (C k([0, 1]), ‖.‖∞) n’est pas complet pour k ≥ 1, mais (C k([0, 1]), ‖.‖(k)) est complet.

e) Les espaces de Lebesgue sont complets. C’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 1.1.3 (Théorème de Riesz-Fisher). Pour tout espace mesuré (S, T , m),

et pour 1 ≤ p < ∞, l’espace Lp(m) est un espace de Banach.

E. Fisher et. F. Riesz ont en fait démontré, indépendamment, en 1907 que L2([0, 1]) est

isomorphe à ℓ2 ; cela repose essentiellement sur le fait que L2([0, 1]) est complet (voir le

Chapitre 2 sur les espaces de Hilbert) ; c’est pourquoi on donne le nom de Riesz-Fisher à ce

théorème, démontré en fait, pour LP ([0, 1]) et 1 < p < ∞, par F. Riesz en 1910 (et pour le

distinguer des nombreux autres théorèmes dus à F. Riesz). Preuve. Soit (Fn)n une suite de

15
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Cauchy dans LP (m). Choisissons un représentant fn ∈ L p(m) de Fn.

a) Comme la suite est de Cauchy, on peut construire une sous-suite (fnk
)j avec (n1 <

n2 < . . .) telle que : ∥∥fnk+1 − fnk

∥∥
p
⩽ 1

2k
∀k ⩾ 1.

Posons : 
gk =

∑k
j=1

∣∣∣fnj+1 − fnj

∣∣∣
g =

∑∞
j=1

∣∣∣fnj+1 − fnj

∣∣∣
Ces fonctions sont mesurables et l’on a :

‖gk‖p ⩽
k∑

j=1

∥∥∥∣∣∣fnj+1 − fnj

∣∣∣∥∥∥
p

=
k∑

j=1

∥∥∥fnj+1 − fnj

∥∥∥
p
⩽

k∑
j=1

1
2j

⩽ 1.

Le Lemme de Fatou, appliqué à la suite
(
gp

k

)
k⩾1, donne :

∫
S

gpdm ⩽ lim inf
k→∞

∫
S

gp
kdm = lim inf

k→∞
‖gk‖p

p ⩽ 1.

La fonction gp est donc intégrable. En particulier elle est finie presque partout ; donc

g aussi. Cela signifie que la série
∑

k≥1(fnk+1(t) − fnk
(t)) converge absolument, pour

presque tout t ∈ S .

Posons alors :

f(t) =


fn1(t) +

∑∞
k=1

(
fnk+1(t) − fnk

(t)
)

si g(t) < +∞

0 sinon

Alors f est mesurable et :

f(t) = lim
k→∞

fnk
(t) pour presque tout t ∈ S.

b) Il reste à voir que la suite est de cauchy , il existe un entier N ≥ 1 tel que :

n, k ⩾ N =⇒ ‖fn − fk‖p ⩽ ε.
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Pour k ⩾ N , le Lemme de Fatou donne :

∫
S

|f − fk|p dm ⩽ lim inf
j→∞

∫
S

∣∣∣fnj − fk

∣∣∣p dm ⩽ εp.

On en déduit d’abord que (f − fk) ∈ L p(m), donc que f = (f − fk) + fk ∈ L p(m) ;

et ensuite, puisque ε > 0 est arbitraire, que limk→∞ ‖f − fk‖p = 0.

c) Finalementsi l’on note F ∈ Lp(m) la classe d’équivalence m-presque partout de f , on

a limk→∞ ‖F − Fk‖p = limk→∞ ‖f − fk‖p = 0.

Remarque. Notons qu’au passage , on a prouvé le très important résultat suivant ( on ne fera

plus désormais de distinction entre une fonction et sa classe d’équivalence presque partout ) :

Théorème 1.1.4. Si fn
n→∞

7→ f dans Lp(m), avec 1 ⩽ p < ∞, alors on peut

extraire une sous-suite (fnk
)k qui converge presque partout vers f .

Remarque. La suite elle-même peut très bien ne converger nulle part.

Par exemple, sur S =]0, 1], soit fn = I ] 1
2k , l+1

2k

] lorsque n = 2k + l, 0 ⩽ l ⩽ 2k − 1 :

Alors, ‖fn‖p = 1
2k/p pour 2k ⩽ n ⩽ 2k+1 − 1; donc fn −→

n→∞
0 dans Lp([0, 1]), mais pour

aucun t ∈]0, 1 [ , la suite (fn(t))n n’est convergente. Toutefois, la sous-suite (f2k)k⩾0, par

exemple, converge ponctuellement vers 0 .
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1.1.4 Applications linéaires

Pour les application linéaires, on a un critère très simple, et très utile, de continuité.
Proposition 1.1.5. Soit (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces normés et soit T :

E 7→ F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement s’il existe une

constante K ≥ 0 telle que :

‖T (x)‖F ≤ K‖x‖E , ∀x ∈ E.

Preuve. Il est clair que cette propriété entraîne la continuité de T car on a, grâce à la

linéarité :

‖T (x) − T (y)‖F ≤ K‖x − y‖E , ∀x, y ∈ E;

T est donc même lipschitzienne.

Inversement, si T est continue en 0, on a, par définition :

(∃K > 0) ‖y − 0‖E = ‖y‖E ⩽ 1/K =⇒ ‖T (y)‖F = ‖T (y) − T (0)‖F ⩽ 1

Pour tout x ∈ E, non nul, posons y = 1
K‖x‖E

x ; on a ‖y‖E = 1/K et l’implication ci-dessus

donne, grâce à l’homogénéité de T et de la norme :

1
K‖x‖E

‖T (x)‖F ⩽ 1,

d’où ‖T (x)‖F ⩽ K‖x‖E . Comme cette inégalité est évidemment vraie pour x = 0, cela montre

la Proposition 1.1.5 .

On a donc supx 6=0
‖T (x)‖F

‖x‖E
< +∞. La proposition suivante est alors évidente :

Proposition 1.1.6. Soit T : E → F une application linéaire continue. Si l’on pose

‖T‖ = supx 6=0
‖T (x)‖F

‖x‖E
, alors :

‖T (x)‖F ⩽ ‖T‖‖x‖E , ∀x ∈ E

‖T‖ est donc la plus petite constante K ⩾ 0 apparaissant dans la Proposition 1.1.5.
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Proposition 1.1.7. On a aussi

‖T‖ = sup‖x‖E≤1 ‖T (x)‖F = sup‖x‖E=1 ‖T (x)‖F .

Preuve. Appelons S la première expression et S1 la suivante. On a bien sûr S1 ≤ S, et

aussi S ≤ ‖T‖ , puisque ‖T (x)‖F ≤ ‖T‖ si ‖x‖E ≤ 1 , par définition de ‖T‖ . Il reste à voir

que ‖T‖ ≤ S1 ; mais :

‖T‖ = sup
x/∈1

‖T (x)‖F

‖x‖E
= sup

x/∈1

∥∥T ( x

‖x‖E

)∥∥
F

≤ S1,

Car x
‖x‖E

est de norme 1.

Proposition 1.1.8. Soit L (E, F ) l’espace de toutes les applications linéaires con tinues de

E dans F . L’application T 7→ ‖T‖ est une norme sur L (E, F ), appelée la norme opérateur.

Si F est complet, L (E, F ) aussi.

Preuve. Le fait que ce soit une norme est facile à vérifier.

Supposons F complet, et soit (Tn)n une suite de Cauchy dansL (E, F ). Alors, pour tout

x ∈ E, la suite (Tn(x))n, est de Cauchy dans F , en vertu de l’inégalité :

‖Tn(x) − Tk(x)‖F ⩽ ‖Tn − Tk‖‖x‖E , (1.1)

Elle converge donc vers un élément T (x) ∈ F . Il est facile de voir qu’alors T : E → F est

linéaire. Elle est continue car :

‖Tx‖F = lim
n→∞

‖Tnx‖F ⩽ lim sup
n→∞

‖Tn‖ ‖x‖E ⩽
(

sup
n⩾1

‖Tn‖
)

‖x‖E

et car
(
supn⩾1 ‖Tn‖

)
< +∞ puisque toute suite de Cauchy est bornée. Pour finir, en faisant

tendre k vers l’infini dans 1.1, on obtient :

‖Tn(x) − T (x)‖F ⩽
(

lim sup
k→∞

‖Tn − Tk‖
)

‖x‖E

quand n tend vers l’infini, puisque (Tn)n est de Cauchy. Donc (Tn)n converge vers T pour la
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norme opérateur.

En particulier, si F = K, L (E,K) est toujours complet.
Définition 1.1.6. L (E,K) est noté E∗ et est appelé le dual de E. C’est toujours

un espace de Banach.
Notons que E∗ est le dual topologique de E , et est strictement plus petit que le dual

algébrique, l’espace de toutes les formes linéaires, de E, du moins si E est de dimension infinie

(voir l’Exercice 8). La norme de φ ∈ E∗ est donc définie par :

‖φ‖ = ‖φ‖E∗ = supx 6=0
|φ(x)|
‖x‖ = sup‖x‖⩽1 |φ(x)| = sup‖x‖=1 |φ(x)|.

Notation. On utilise souvent la notation 〈φ, x〉 = φ(x) .

Définition 1.1.7. Si l’application linéaire T : E 7→ F est bijective continue et si T −1 : F 7→ E

est continue, on dit que T est un isomorphisme (d’espaces normes) entre E et F .

On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre E et F ; on dit qu’il

sont isométriques s’il existe un isomorphisme isométrique T : E → F .

Notons que dire qu’une application T : E → F est isométrique signifie que l’on a ‖T (x1)−

T (x2)‖F = ‖x1 − x2‖E pour tous x1, x2 ∈ E. Lorsque T est linéaire, cela s’exprime par

‖T (x)‖F = ‖xe‖E pour tout x ∈ E ;T est donc en particulier de norme ‖T‖ = 1. Toute

isométrie est injective ; dire qu’elle est bijective équivaut donc à dire qu’elle est surjective.

Dans ce cas, T −1 est aussi une isométrie ; elle est donc automatiquement continue.

Dire que T est un isomorphime signifie que T est linéaire bijective et qu’il existe deux

constantes 0 < α < β < ∞ telles que

α‖x‖E ≤ ‖Tx‖F ≤ β‖x‖E pour tout x ∈ E

En effet, si T est un isomorphisme, la continuité de T −1 permet d’écrire : ‖T −1y‖E ≤

‖T −1‖‖y‖F pour tout y ∈ F , soit ‖x‖E ≤ ‖T −1‖‖Tx‖F pour tout x ∈ E. On a donc la

double inégalité, avec α = 1
‖T −1‖ et β = ‖T‖ . Inversement, si on a cette double inégalité,
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alors T est continue et ‖T‖ ≤ β et T −1 est continue et ‖T −1‖ ≤ 1
α , puisque α‖T −1y‖E ≤ ‖y‖E

pour tout y ∈ F .

On peut aussi remarquer que l’inégalité de gauche entraîne l’injectivité de T .

1.1.5 Normes équivalentes

Définition 1.1.8. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ‖.‖ et ‖|.‖| . On dit que

‖|.‖|est plus fine que ‖.‖( et que ‖.‖ est moins fine que ‖|.‖|) s’il existe une constante K > 0

telle que :

‖x‖ ≤ K‖|x‖|, ∀x ∈ E.

Cela équivaut à dire que l’application identité :

idE : (E, ‖|.‖|) → (E, ‖.‖)

est continue.

Cela équivaut encore à dire que :

B‖|.‖|(0, r/K) ⊆ B‖.‖(0, r);

les boules pour ‖|.‖| . sont donc "plus petites" que les boules pour ‖.‖ : elles séparent mieux

les points ; plus précisément, la topologie définie par ‖|.‖| est plus fine que celle définie par

‖.‖ (il y a plus d’ouverts).

Exemple. Dans C ([0, 1]), la norme ‖.‖∞ est plus fine que la norme ‖.‖1.

Définition 1.1.9. On dit que deux normes ‖.‖ et ‖|.‖| sur l’espace vectoriel E sont équiva-

lentes s’il existe deux constantes K1, K2 > 0 telles que :

K1‖x‖ ≤ ‖|x‖| ≤ K2‖x‖, ∀x ∈ E.

En d’autres termes, chacune est plus fine que l’autre.
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Cela revient à dire que l’application identité ide réalise un isomorphisme de E sur

lui-même (ou plutôt de E muni de ‖.‖ sur E muni de ‖|.‖| ). Cela revient aussi à dire que

‖.‖et ‖|.‖|. définissent la même topologie sur E.

Exemples.

1) Dans Kn les normes ‖.‖p pour 1 ≤ p ≤ ∞ sont équivalentes :

‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞.

On va voir qu’en fait toutes les normes sur Kn sont équivalentes entre elles.

2) Dans C ([0, 1]), les normes ‖.‖∞ et ‖x‖1 ne sont pas équivalentes, comme on peut le

vérifier facilement (voir par exemple l’Exercice 2).

1.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

1.2.1 Equivalence des normes

Théorème 1.2.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes

sont équivalentes entre-elles.
Preuve.

1) Soit ‖.‖ une norme arbitraire sur E. Nous allons montrer qu’elle est équivalente à une

norme particulière sur E, de sorte que, par transitivité, deux normes arbitraires seront

équivalentes.

2) Soit {e1, . . . , en} une base de E. Si x =
∑n

k=1 ξkek, on pose :

|‖x | ‖ = max {|ξ1| , . . . , |ξn|} .
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Ainsi, (E, ‖| · |‖) est isométrique à (Kn, ‖ · ‖∞) = ℓn
∞(K), par l’application

V : Kn 7−→ E

a = (a1, . . . , an) 7−→ V (ξ) =
n∑

k=1
akek.

On a de plus :

‖x‖ ⩽
n∑

k=1
|ξk| ‖ek‖ ⩽

(
n∑

k=1
‖ek‖

)
· max

1⩽k⩽n
|ξk| = K‖|x‖|.

3) Cela signifie que l’application identité idE : (E, ‖|.‖|) → (E, ‖ · ‖) est continue. Alors,

l’application :

N : (E, |‖ · ‖|) −→ R+

x 7−→ ‖x‖

est aussi continue, par la Proposition 1.1.3

4) Soit :

Sn = {a = (a1, . . . , an) ∈ Kn; ‖a‖∞ = 1} .

C’est une partie fermée et bornée, donc compacte, de Kn (on notera que la norme ‖·‖∞

définit la topologie usuelle sur Kn ). Donc :

S = {x ∈ E; ‖|x‖| = 1}

est une partie compacte de (E, ‖|.‖|) (par isométrie : S = V (S∞) ).

5) Il en résulte qu’il existe x0 ∈ S tel que ‖x0‖ = N (x0) = infx∈S N(x) = infx∈S ‖x‖.

Comme x0 6= 0 (puisque ‖‖x0‖ = 1 ), on a c = ‖x0‖ > 0. Cela signifie que :

(∀x ∈ S) ‖x‖ ⩾ c.

Par homogénéité (pour tout x 6= 0, x′ = x/‖|x‖ ∈ S ), on obtient :

(∀x ∈ E) ‖x‖ ⩾ c‖|x‖|,
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ce qu’il fallait démontrer.

Remarque. Au passage, on a montré :
Corollaire 1.2.1. Tout espace normé de dimension finie n est isomorphe à Kn,

muni de l’une de ses normes usuelles.
Il en résulte :
Corollaire 1.2.2. Si E est un espace normé de dimension finie, ses parties fermées

bornées sont compactes.

Corollaire 1.2.3. 1) Tout espace normé de dimension finie est complet.

2) Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace normé est fermé

dans cet espace.

3) Si E est un espace normé de dimension finie, alors toute application linéaire

T : E → F dans un espace normé arbitraire est continue.
Preuve. 1) résulte immédiatement du Corollaire 1.2.1, et 2) de ce que tout sous espace

complet est fermé. Pour le 3), il suffit de remarquer que si e1, . . . , en est une base de E, et ‖|.‖|

la norme associée comme dans la preuve du Théorème 1.2.1, alors, pour x =
∑n

k=1 akek ∈ E

, on a :

‖T (x)‖F ⩽
(

n∑
k=1

‖T (ek)‖F

)
max
k⩽n

|ak| = C | ‖x‖ ⩽ CK‖x‖E

puisque ‖|.‖| et ‖.‖E sont équivalentes.

On fera attention, par contre, que si c’est l’espace d’arrivée qui est de dimension finie, la

continuité n’est pas automatique (puisqu’il existe des formes linéaires non continues, si E est

de dimension infinie : Exercice 8).

1.2.2 Compacité des boules

Nous avons vu dans la preuve du Théorème 1.2.1 que le point essentiel (via le Corollaire

1.2.2) est que les parties fermées bornées d’un espace normé de dimension finie sont compactes.

Notons qu’il est équivalent de dire que toutes les boules fermées sont compactes. Nous allons

voir que cela n’arrive en fait qu’en dimension finie.
Théorème 1.2.2 (Théorème de Riesz, 1918). Si un espace normé E possède une

boule compacte B(xo, r), de rayon r > 0, alors il est de dimension finie.
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On en déduit que dans un espace de dimension infinie, les compacts sont "très minces" :

Corollaire 1.2.4. Si E est un espace normé de dimension infinie, alors tout compact

de E est d’intérieur vide.
En effet, si K est un compact d’intérieur non vide, il contient une boule fermée de rayon

r > 0, qui est donc compacte, et donc E est de dimension finie.

Notons que si une boule est compacte, c’est forcément une boule fermée. D’autre part, si

une boule, de rayon r > 0, est compacte, alors toutes les boules fermées le sont, puisqu’elles

sont homéomorphes entre-elles (celles de rayon nul étant de toute façon compactes). Il suffit

donc de montrer que si E est de dimension infinie, alors sa boule-unité BE n’est pas compacte.

Pour cela, on utilisera un lemme.

Lemme 1.2.1 (Lemme de Riesz). Soit F un sous-espace vectoriel fermé d’un espace normé

E, qui n’est pas E tout entier. Alors, pour tout nombre δ tel que 0 < δ < 1, il existe x ∈ E

tel que : 
‖x‖ = 1

dist(x, F ) ⩾ 1 − δ

Rappelons que :

dist(x, F ) = inf
y∈F

‖x − y‖.

Si F est de dimension finie, un argument de compacité permet de montrer qu’en fait on peut

choisir un tel x ∈ E, de norme 1 , avec dist (x, F ) = 1, mais nous n’en aurons pas besoin.

Dans le cas de l’espace euclidien (Rn, ‖ · ‖2), il suffit de prendre x de norme 1 et orthogonal a

F (car alors, pour tout y ∈ F , on a ‖x − y‖2
2 = ‖x‖2

2 + ‖y‖2
2, par le Théorème de Pythagore ;

donc dist (x, F ) ⩾ ‖x‖2 = 1, d’où l’égalité car ‖x‖ ⩾ dist (x, F ), puisque 0 ∈ F ). C’est

pourquoi ce lemme est parfois appelé Lemme de la quasi-perpendiculaire.

preuve du Théorème de Riesz. Soit E un espace normé de dimension infinie. Fixons

un nombre δ ∈]0, 1[, ; par exemple δ = 1
2 .

Partons d’un x1 ∈ E , de norme 1, et prenons pour F le sous-espace vectoriel F1 engendré
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par x1. Comme il est de dimension 1, il est fermé, et n’est pas égal à E, puisque E est de

dimension infinie. Le lemme donne un x2 ∈ E, de norme 1 tel que :

‖x2 − x1‖ ≥ dist(x2, F1) ≥ 1
2

.

Prenons ensuite pour F le sous-espace vectoriel F2 engendré par x1 et x2 . Il est de dimension

2 (car x2 /∈ F1), et est donc fermé, et différent de E ; il existe donc x3 ∈ E, de norme 1 tel

que :

‖x3 − x1‖et‖x3 − x2‖ ≥ dist(x3, F2) ≥ 1
2

.

Comme E est de dimension infinie, on peut itérer le procédé indéfiniment. On obtient

une suite (xk)k≥1 de vecteurs de norme 1 telle que :

‖xk − xl‖ ≥ 1
2

, ∀k 6= l.

Cette suite ne peut avoir aucune sous-suite convergente. Comme elle est contenue dans la

boule-unité de E, cette boule n’est pas compacte.

Remarque. On a en fait démontré un peu plus que ce qui était énoncé, à savoir que si E est

de dimension infinie, sa sphère unité SE n’est pas compacte (noter que SE est fermée dans

BE ; donc si BE est compacte, SE aussi).

preuve du lemme. Comme F 6= E , on peut trouver x0 ∈ E tel que x0 /∈ F . Comme F est

fermé, on a :

d = dist(x0, F ) > 0.

Comme 0 < δ < 1, on a d
1−δ > d et l’on peut donc trouver un y0 ∈ F tel que ‖x0 −y0‖ ≤ d

(1−δ) .

Il ne reste plus qu’à "corriger" xo par y0 et à normer ce vecteur : soit x = x0−y0
‖x0−y0‖ ; c’est bien

un vecteur de norme 1 et, comme y0 + ‖x0 − y‖y ∈ F ,

on a :
‖x − y‖ = 1

‖x0 − y0‖
‖(x0 − y0) −‖ x0 − y0‖y‖

⩾ 1
‖x0 − y0‖

dist (x0, F ) = d

‖x0 − y0‖
⩾ 1 − δ,
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pour tout y ∈ F .
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