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1 .����� 
     ����� � ! �" ��#$    ��	
 �	�#$�� ��#����   �����
�� ��#��� �%������ &�$��' .     )	*
 )� ����$ +�
�

  ,����� )-� ��.       /01 �0%� )2 &� 3�
 �	����� 4�� –   	06 %
�� ���   �7        �*��	��� �*	0
��� ���� �*" 
 8�$�9�� �	0���� :���� �" �������.  3�	
�� � ! �"� �	; ��� )� �$� �� <"�� )� �0�'�    4*�� �	�*��� +	��*��

:=��$��� ��	�>$�������
��� ��0�����  .+	���� �$��6 ��" ?�  �; ��6� /01 ��	0�1� ������. 
 

     �>�$��� �����
��� �$���!� ��;   )@� /�
        A	�� �;B� C������ � ! /�@ �	B	 � :��$���� )�; . ?� 
   ?�$! )2  � ���! :=��$�       �������� ���'��� �" �����
��� ��0����� ?0�; &$1 ���� .      �	*B	 D�*�2 �#' )��

�$�9�� ����� �" �!�$���$� �$$E �$! �#	�@ 3�%�$ �� �$$;� ��0������� ���'��� �	�>$ /�@ :��$����. 
 

  $�� )	� )��      �	�>$� +��	 �� �����
��� �%������ ���#�� :=��)��	�>$ �2 (  ����*��� �*%�$�� .  �*��
                  �#0�' �� �!� �H	��� )� �	���� �)�I�� )� )�6 ����6 J�� /01 ��!��%� �<� ������� �%�$�� �	�>$ �"�1

      ��0����� �=�
��� �
 �" ����" �	��	� ���2 .      �� ��
 �" �	�	0���� �$'���� )2 �!�>���     K *! %	
� � ��	��	�
 �#�
�
� ���� �	�$���� �	�>$���#'���� ���1E� L�� �" �I	
 �#� �$���". 
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2 .�'
 ��� )���"�� 	����� (
' 
 ������ ��#��� �%������ +	������ 4�� �%���� � ! �" ���$)������ �2( �#�>�� )E I'�� �;B� 

,����� D�� +����. 
)��"� )������ L��� ��'( 

	� );A )� �MI' �.� );��:f A→� � :g A→�)	����  .C��'� +J��$ :f g A+ →� 
M��'� )	������ . :f g A→ ���1 �" ���� M��'� λ . :f Aλ →�  )	������ ��
$ �:f Ag →�)  ���
 �"

 ����$� ��1g (6<���� ��: 
,,   ( )( ) ( ) ( )x A f g x f x g x∀ ∈ + = + 

,,   ( . )( ) ( ). ( )x A f g x f x g x∀ ∈ = 
,,   ( . )( ) . ( )x A f x f xλ λ∀ ∈ = 

( ),   ( )( ) .( )
f f xx A xg g x∀ ∈ = 

 
�1�5� 

   �	1��B M��" �#$� ��'	  ���1E� �" ������ L��� ������ ��' )	$�$��� ���I��� ������ �1��'�
 /01� .�	�
�� �	0	��� ��0
 �	$�� ������ �1��'� ��I	" �#$	� ��	" ������ L��� ��'�� �$�$�6 ��2. 

 
 )��"�)������ L	;��( 

 );	�A� B )� )	MI' �� :f A B→ � :g B→�)	���� . 
 +J��$ ���� L	;����:g f A→� ��6<���� :   

.( ) ( ),    ( ) ( )x A g f x g f x∀ ∈ =� 
 

 )��"�)3	�%���3��%��� ( 
 );	�A )� �MI' � . 3	�%��� /�
	:f A A→ *� +�����  

,   ( )x A f x x∀ ∈ = 
 /01 3��%��� 3	�%���A./01 3��%��� 3	�%�0� I��$  A����1 *�  AI 

 
 

www.mathonec.com

www.mathonec.com


������� 	�
����  I  : �� �����1�������  �  �����3  :������� ������� �������� 	����� � ������ ���� .������� 
 

 5

 )��"�)�
;��� 3	�%���( 
 );	�A� B )� )	MI' �� :f A B→ . )�; � @:f A B→ +	��� );�	 <���� ����� �	
;��� � 

1 :f B A− → *� 1 ( )f y x− = )�;	 ���$1 ( )y f x=. 
 

 )��"�)����
��� ������( 
 );	�A )� �MI' �� :f A→� .������ )1 ���$f ���9 �'� � @ ����
� �#$@ 0 M<O	
�  

.,   ( )x A f x M∀ ∈ ≤ 
 )�;� ���$1f�1��'��� )P" ����
� ( )f A �" ����
��� �����
�  .�
 ���� ) @ �!� ��
� /$�2 �

 *� ������� /01 ��#� I��$ /012inf f� sup f. 
 

�1�5� 
 /01E�� /$�E� )	�
0� )	�I	���� )	�	����� )� A��	 )2 ) ����1��:f A→ � : ( 

,   ( ),inf ( ) 0,   :  ( ) .x A

x A m f xm f x a A f a mε ε∈
∀ ∈ ≤

= ⇔ ∀ > ∃ ∈ < + 
,   ( ) ,sup ( ) 0,   :  ( ).x A

x A f x MM f x b A M f bε ε∈

∀ ∈ ≤
= ⇔ ∀ > ∃ ∈ − < 

 )2 >
�m � M /�@ �������� )�	��$	 � ( )f A. 
 

	�6� 
•  ����$:f →� � O	
� ( ) sinf x x=)2 �'$" :  

[ ]supsin( ) 1 ( ) 0,1 .
x

x f
∈

= ∈ =
�

� 
•  ����$: 0, 2f π  →   � O	
� ( ) sinf x x= )2 �'$" : 

] [

] [

0, 2

0, 2

inf sin( ) 0 ( 0, ) 0,1 ,2

sup sin( ) 1 ( 0, ) 0,1 .2

x

x

x f

x f

π

π

π

π
 ∈  

 ∈  

 = ∉ =  
 = ∉ =  
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 )��"�)�	����� ������� �	'�I�� ������( 
 );	�A )� �MI' � *� ��
$��� ��>�$�� 0 � :f A→� . 

7 ������ )1 ���$ f  )�; � @  �	'�I �#$@  
.,    ( ) ( )x A f x f x∀ ∈ = − 

7������ )1 ���$ f  )�; � @  �	'�I �#$@  
.,    ( ) ( )x A f x f x∀ ∈ = − − 

 

/
6�� 
  * )�������f � g /01 )��"����� �  *�( ) cosf x x= � ( )g x x=)��	'�I )����� . 
  * )�������f � g /01 )��"����� � *� ( ) sinf x x= � 3( )g x x=)��	��" )����� . 
  * )�������f � g /01 )��"����� � *� ( ) sin cosf x x x= + � ( )g x x x= +����  �	R )�

)	�	��" �	R� )	�	'�I. 
 

7���� 
 );	�A )� �MI' � *� ��
$��� ��>�$�� 0 � :f A→� . 
L�;� fE�� �	'�I ��!��
@ )	���� C��'� �;B /01 �	��" D�� . 

	��� 
  +J��$g� h *� ( ) ( )( ) 2

f x f xg x + −= � ( ) ( )( ) 2
f x f xh x − −=)2 >
<$"  

1 (g��	'�I  
2 (h��	��"  
3 (f g h= +. 

L�0%��� �!�. 
 

 )��"�) �������	�����( 
 );	�:f →� � . 

7������ )1 ���$ f ��	�
 ��1  �'� � @ �	��� �#$@ ϕ���$� �	R �6<��� 3�
	  
.,    ( ) ( )x f x f x ϕ∀ ∈ = +� 

7 /�
	 ϕ*� ���� f. ���� ��
$ �� ����Rf ��1 ���2 )�'� )@ ( ����� L'��ϕ 3�
	 
����
�� �6<��� 
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/
6�� 
7 ������:f →� � *� �"����� ( ) cosf x x= �	���  �#�����2π. 
7 ������:f →� � *� �"����� ( ) cos 2f x x= �#����� �	��� π. 
7������ :f →� � *� �"����� ( ) cos 2f x xπ= �#����� �	��� 1. 
7������ :f →� � *� �"����� 2( ) cosf x xa

π= O	
 �a �	��� ������ L'�� ��	�
 ��1 
 �#�����a. 

 

�1�5� 
 ����1 �" ,����� L���
	 �6"�'� )@ "�
�� +	����� �" ������� %�$ )� �	����� ������ +�2 &$E 3�

�	909��� ������ .��� ���2 �#� �	� �	��� ���� ?�$! )2 A	������
$ 3 ������ ��9��� : 
1  : ,( ) 0  : .

xf x x
∈

=  ∉
�
� 

 T �1
nϕ =O	
 n)2 >
<�
� ���$� �	R ��	�% ��1 :  

.1,    ( ) ( )x f x f x n∀ ∈ = +� 
 ?�  �'�	� ��	6 /�@ �	����� �	����: 

1

1           ( ) ( ) 1,

x x n
f x f x n

∈ ⇒ + ∈

⇒ = + =

� �
 

              
1

1           ( ) ( ) 0.

x x n
f x f x n

∉ ⇒ + ∉

⇒ = + =

� �
 

�;B�� )� ��1 �; )2 >
<$ J�9 )�� 1
n) O	
 n��	�% ��1  (����0� ���� �!. ��  ���2 �!

U���� )2 >
� 
*

1inf 0
n n∈

=
�

 ����1 ��'� ���	 �!� �"�'� )@ "3��
�� +	����� �" �������. 
 

 )��"�)��	�� ����( 
  ���� );��:f I ⊂ →� �. 
 *)@ ���$f )�; � @ ����� ��	�I�� ( ) ( )f x f y< )�; ��0; x y< 
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 *)@ ���$f )�; � @ ����� ��6�$�� ( ) ( )f x f y< )�; ��0; x y>  
 * )1 ���$f��6�$�� �2 ��	�I�� �$�; )@ ��	�� �#$@ . 

 3�
 ��	" �$����
� � @< � > *� ������� /01 ≤ � ≥ >�� + 
 ���$	 &$P" "�����." 
 

	�6� 
 8  ������:f + →� � *� �"����� 2( )f x x=����� ��	�I��  . 

7 ������ :g − →� � *� �"����� 2( )g x x=����� ��6�$�� . 
7 ������ :h →� � *� �"����� 2( )h x x=��	�� �
	� . 

 
7���� 

  ���� );��:f I ⊂ →� � ����� ��	�I�� )L	����� /01 ������ ��6�$�� ( O	
I��'�  . 
)2 ��92:  

1 (: ( )f I f I→<���� . 
2 (1 : ( )f f I I− → ����� ��	�I�� )L	����� /01 ������ ��6�$��.( 

 
 )��"�)�	������ ����6��( 

 );	�A �B)	MI' )� � O	
� B A⊂ �:f A→ � � :g B→ � . 
������ )1 ���$f �#$@ ������) �	��� �2 (����0�g )�; � @ : 

.,   ( ) ( )x B f x g x∀ ∈ = 
 /�
� ���
�� K ! �"�������g �����$� ����0� f . I����� ����1 ?�  )1 �J��$Bg f=. 
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3 .����*+�� 
 �	
�
2 +	���� �%���� � ! �" ���$� ������ �	����� 4��� I	;���� )� �	9; )�� ��	�#$�� .

�
�� �'V$3	������ 4��>
<����  ��#��� ����� 3
<�� �%���� /�@ �$! �#'���@ )�;�W�� )�; ���� 
�����
��. 

 
 

)��"� )�	�#$��( 
 );��:f I ⊂ →� � X���� ��'� /01 �"��� ���� I�%�$ &	�@ ���$� a .)1 ���$f ?0�� �#$@ 

�	#�$� �	�#$c�%�$�� �$1 a %�B�� 3�
� � @  :lim   ( )
x a

f x c→ =)�; � @ 82 � 
.0,  0 :     ( )x a f x cε α α ε∀ > ∃ > − < ⇒ − < 

 

 �1�5� 
3
 )�α �3��
�� +	����� �"� *� 30��	 )2 ε � a. )P" ��������� ��	������� ���
 �" �$�;  ��;� 

)2 ���9@lim   ( )
x a

f x c
→

= �	�
� �" �9��	 +	����� �����
�� α ����� ε � a . 
	�6� 

)2 ���9W2
3

lim   9
x

x→ =��	��� ��� >
<$ +	����� �����
��  ε$2 �	�	;  L�;$ )2 ��;	 &
2 9 3 3

          3
          7
          ,

x x x
xα
α
ε

− ≤ + −
< +
<
<

 

?� �  )2 ����1��x *� ����'� 3 <9� )�;	 )� �#" �������� � )� ��;24 . ��;	 &$2 A��	 � ;!�
 ��	���7

εα < �
� /01 ���
0�  
.20,  0 :   3   9x xε α α ε∀ > ∃ > − < ⇒ − < 

 
3��
�� Y"�;	 ������� +	����� )@. 
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)��"� )D��2 ��� �	�#$��( 
 );��:f I ⊂ →� �X���� ��'� /01 �"��� ���� I�%�$ &	�@ ���$� a . )1 ���$f ?0�� �#$@ 

�	#�$� �	�#$c �%�$�� �$1 a %�B�� 3�
� � @  : 
 ��'� �; �'2 )�C KI;�� c ��'� �'�	 AKI;�� a O	
�   ( )f A I C∩ ⊂. 

 
���1+ )��	�������� �	�#$��( 

 );��:f I ⊂ →� �X���� ��'� /01 �"��� ���� I�%�$ &	�@ ���$� a . ����0� )�;�f �	�#$ 
�	#�$�c �%�$�� �$1 a � @ )�; � @ %�"� :  �	������� �$�; ��#�( )nx )� I �
$ ��������� a )P" 

lim   ( )nn
f x c→+∞ =. 

 
7�9� �� 

  0�/:����0� )2 4��$ f�	#�$� �	�#$ c �%�$�� �$1 a .�	����� );���( )nx )� I �
$ ������� a� 
2 82):  

.0 00,  0 :   n n   nn x aε ε∀ > ∃ > ≥ ⇒ − <)  1( 
 ����0� )2 ).� L�;$f�	#�$� �	�#$ c �%�$�� �$1 a :  

.0,  0 :     ( )x a f x cε α α ε∀ > ∃ > − < ⇒ − <)  2 ( 
 ?�  ��� ����$0ε > . ����$0α > 3�
� )2 ( ����� ����$�ε �" )1 (O	
� :ε α= . ��'� ��-	 �9 )��

0n 3�
�� O	
� )1(82 � 
.0 n n   nx a α≥ ⇒ − <) 3( 

 /�@ C�'����)2 (�$�
���� /�@ �)3 ( )2 A��	 
0 n n   

             ( ) .
n

n

x a
f x c

α
ε

≥ ⇒ − <

⇒ − <
 

 ��������lim   ( )nn
f x c

→+∞
=. 

 ��+�6:�	������� �$�; ��#� &$2 4��$ ( )nx )� I �
$ ��������� a )P" lim   ( )nn
f x c

→+∞
= )2� �

lim   ( )
x a

f x c
→

≠ . *� ��	�E� �6<��� )1 �J��$ 
.0 00,  0,   :   ( )x I x a f x cε α α ε∃ > ∀ > ∃ ∈ − < ∧ − ≥ 
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 ���$�1
nα = O	
 n���$� �	R ��	�% ��1  .��$1 �'�	nx )�  I 3�
	  

.0
1   ( )n nx a f x cn ε− < ∧ − ≥ 

�	����� YB$$ ?� ��( )nx �
$ L����� a) �6<��� ����1  nx a n− < ( �6<��� 3�
� � �#$;�
lim   ( )nn

f x c→+∞ =)  L�
�0( )nf x c ε− ≥.( �$��" )2 /�@ 8�V	 46�$��� � ! lim   ( )
x a

f x c→ ≠Y%��  .
� ��lim   ( )

x a
f x c→ =.L�0%��� �!� . 

 

 ���1+)�	�#$�� �	$��
�( 
 );��:f I ⊂ →� �X���� ��'� /01 �"��� ���� I�%�$ &	�@ ���$� a . ������ �0�6 � @f�	�#$  �#" 
��	
�. 

 

7�9� �� 
)2 4�"�f ��)	�	�#$ ���� ���� lim   ( )

x a
f x c

→ = � lim   ( ) '
x a

f x c
→ =. );��� ( )nx ������� �	����� 

 �
$a . )2 ����
�� �	�>$�� )� A��	lim   ( )nn
f x c

→+∞ =) ����lim   ( )
x a

f x c
→ = (  )2�lim   ( ) 'nn

f x c
→+∞ = 

) ����lim   ( ) '
x a

f x c
→

= .( �	������� �	�#$ �	$��
� /01 �����1��( ) ( )n nf x ����
��� ��-� 'c c=. 
 

�1�5� 
�� 3�
 �� �" �$����
� � @ )	�	�� )� �	�#$�� )1 O�
�$ ����;lim   ( )

x a
f x→

 ����;��� lim   ( )
x ax a

f x
>→

)  82
 )2x )� L���	 a��	�
�� ��
��� /01 )	�	�� �#' )� ( �$����
� � @ ��
	�� )� �	�#$�� )1 O�
�$� �

����;��lim   ( )
x a

f x→ ����;��� lim   ( )
x ax a

f x
<→

)  )2 82x )� L���	 a��	�
�� ��
��� /01 ��
	�� �#' )� .( 
 

)��"�  
 );��:f I ⊂ →� � X���� ��'� /01 �"��� ���� I�%�$ &	�@ ���$� a .��$ )1 �f ��V� �#$@ 

 /�@+∞ ��V	 ���$1 x /�@ a) L�;$�lim   ( )
x a

f x→ = +∞ ( %�B�� 3�
� � @ : 
.0,  0 :     ( )A x a f x Aα α∀ > ∃ > − < ⇒ > 

 )1 ���$�fV� �#$@  /�@ ��−∞ ��V	 ���$1 x /�@ a) L�;$�lim   ( )
x a

f x→ = −∞ ( %�B�� 3�
� � @ : 
.0,  0 :     ( )A x a f x Aα α∀ > ∃ > − < ⇒ < − 
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4 . .� / ,��-�����*+� 
1 . 7����� :��2� ���*+f g+: )�  A��	 8 �� ������ ���'�� �" ��� �� �
� )� �;-��� �#
�� 

��	6( )lim ( ) ( )
x a

f x g x→ +)	�	�#$�� �	6 ����� lim ( )
x a

f x→
� lim ( )

x a
g x→

:  
 

−∞ +∞ c lim ( )  
x a

f x→ = → 
 

lim ( )
x a
g x ↓→ = 

−∞ +∞ 'c c+ 'c 
? 

+∞ +∞ +∞ 
−∞ ? −∞ −∞ 

	�6� 
2 2

43
1 2 10 18 5lim 33 3 84 6 42x

x x
x x→

 + + = + = + + + 
 . 

 
2 . 7����� ;��2 ���*+f g×:  A��	 8 �� ������ ���'�� �" ��� �� �
� )� �;-��� �#
�� )� 

��	6lim ( ) ( )
x a

f x g x→ ×)	�	�#$�� �	6 ����� lim ( )
x a

f x→� lim ( )
x a
g x→:  

 
−∞ +∞ 0c = 0c < 0c > lim ( )  

x a
f x→ = → 

 
lim ( )
x a
g x ↓→ = 

−∞ +∞ 0 'c c× 'c c× ' 0c > 
+∞ −∞ 0 'c c× 'c c× ' 0c < 
? ? 0 0 0 ' 0c = 
−∞ +∞ ? −∞ +∞ +∞ 
+∞ −∞ ? +∞ −∞ −∞ 
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	�6� 
2 2

43
1 2 10 18 5lim 3 3 84 6 14x

x x
x x→

+ × = × =
+ +

� 2

2

lim( 5) sin 52x
x xπ

π
→

− × = −. 
 
3  .��'� ���� ;��2 ���*+. fλ:  A��	 8 �� ������ ���'�� �" ��� �� �
� )� �;-��� �#
�� )� 

��	6lim . ( )
x a

f xλ→�	�#$�� �	6 ����� lim ( )
x a

f x→���  ���λ:  
 

−∞ +∞ c lim ( )  
x a

f x→ = → 
 

λ ↓= 
−∞ +∞ cλ × 0λ > 
+∞ −∞ cλ × 0λ < 

 
	�6� 

2
3

lim 2( 5) 8
x

x→ − = � 2lim 2( 5)
x

x→+∞− − = −∞ � 3lim 2( 5)
x

x→−∞ − = −∞. 
 
4  .
�� ���*+���� <�1

f:  A��	 8 �� ������ ���'�� �" ��� �� �
� )� �;-��� �#
�� )�  
��	61lim ( )x a f x→�	�#$�� �	6 ����� lim ( )

x a
f x→:  

 
−∞ +∞ 0− 0+ 0c ≠ 

 
lim ( )
x a

f x
→

 
 

0 0 −∞ +∞ 1
c 1lim ( )x a f x→

 

 
 
 

www.mathonec.com

www.mathonec.com


������� 	�
����  I  : �� �����1�������  �  �����3  :������� ������� �������� 	����� � ������ ���� .������� 
 

 14

	�6� 
30

1lim
x x+→

= +∞ � 20
1lim

x x+→
= +∞ � 30

1lim 1
x x+→

+ = +∞.  
 
5 . 7��"� #�' �0��:Z;��$ � ���
 ��	�#$�� L�

 �" ?�$!  �@ �	�#$�� �	�
� )� �#	" ) )� �	I����

8�
�����
��; )		�� )�1 ���
 ���
��� �	������ � : 
 *������0×∞  

	6� =�� : L�

 2
0

1lim
x

x x→
 

×   
 .L�;$ ���$1 2

0 0
1lim lim 0 ( )

x x
x x→ →× = × +∞ ����� �	%�
$ � �$$P" 

$;� L�

� )		���� ��1 �"� �	%�
$ �$2
0

1lim
x

x x→
 

×   
 �0	 ��; : 2

0 0
1lim lim 0

x x
x xx→ →
 

× = =   
 . 

 �-> 	�6�: L�

 2
20

1lim 2x
x x→
 ×   .L�;$ ���$12

20 0
1lim lim 0 ( )2x x

x x→ →× = × +∞ �	%�
$ � �$$P" 
�; �	%�
$ ?�  �R�� �������� 2

20 0
1 1 1lim lim2 2 2x x

x x→ →
 × = =  . 

���
��" � �� �)	���
�� )	��9��� �" )	�	�#$�� +<��� >
�0×∞)		�� ��1 ���
 �! . 
 

* ������ ∞
∞  

 =�� 	6�: L�

 2

3lim
x

x
x→+∞ .�$1 ���� �	%�
$ � L�;$ 

2

3

lim
lim
x

x

x
x

→+∞

→+∞

+∞=
+∞ ��1 �"� �	%�
$ �$$;� � 

 L�

� )		����2

3lim
x

x
x→+∞ �0	 ��; : 2

3
1lim lim 0

x x
x
x x→+∞ →+∞= =. 

 �-> 	�6�: L�

 2

2
3 1lim

x
x
x→+∞

+ . L�;$ ���$1
2

2

lim 3 1
lim

x

x

x
x

→+∞

→+∞

+ +∞=
+∞ �$$;� ����� �	%�
$ � �$$P" 

 L�

� )		���� ��1 �"� �	%�
$2

2
3 1lim

x
x
x→+∞

+ �0	 ��; : 2

2 2
3 1 1lim lim 3 3 0 3

x x
x
x x→+∞ →+∞

+  = + = + =  . 
 ���
��" � �� �)	���
�� )	��9��� �" )	�	�#$�� +<��� >
�∞

∞! )		�� ��1 ���
 �. 
 
* ������ 0

0  
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=�� 	�6� :  L�

2

20
4lim

x
x
x→ .���$1 L�;$ 

2
0

2
0

lim 4 0
lim 0
x

x

x
x

→

→
= �"� �	%�
$ �$$;� ����� �	%�
$ � �$$P" 

 L�

� )		���� ��12

20
4lim

x
x
x→ �0	 ��; : 2

20 0
4lim lim 4 4

x x
x
x→ →= =. 

 �-> 	�6�: L�

 2

20
lim 5x

x
x→ . L�;$ ���$1

2
0

2
0

lim 0
lim5 0
x

x

x
x

→

→
= �"� �	%�
$ �$$;� ����� �	%�
$ � �$$P" 

 L�

� )		���� ��12

20
lim 5x

x
x→ �0	 ��; : 2

20 0
1 1lim lim5 5 5x x

x
x→ →= =. 

��
�� )	��9��� �" )	�	�#$�� +<��� >
� ���
��" � �� �)	�0
0)		�� ��1 ���
 �! . 

 
 *����∞−∞ 

 =�� 	�6�:  L�

( )2 2lim 2
x

x x→+∞ − . L�;$ ���$12 2lim lim 2 ( )
x x

x x→+∞ →+∞− = +∞− +∞ � �$$P" 
L�

� )		���� ��1 �"� �	%�
$ �$$;� ����� �	%�
$( )2 2lim 2

x
x x→+∞ − �0	 ��;   :

( )2 2 2lim 2 lim ( )
x x

x x x→+∞ →+∞− = − = −∞. 
 �-> 	�6�: L�

 ( )2 2lim

x
x x→+∞ − . L�;$ ���$12 2lim lim ( )

x x
x x→+∞ →+∞− = +∞− +∞ �	%�
$ � �$$P" 

L�

� )		���� ��1 �"� �	%�
$ �$$;� �����( )2 2lim
x

x x→+∞ − �0	 ��;   :( )2 2lim 2 lim 0 0
x x

x x→+∞ →+∞− = =. 
 ���
��" � �� �)	���
�� )	��9��� �" )	�	�#$�� +<��� >
�∞−∞)		�� ��1 ���
 �! . 
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5 .������0� 
 �����
� /$�� ��)����� �2 (���� J��$ )2 �	%�
$ U ��0�� �" O�
�$ �$$@ ������ �����
�� ��;" L

��� � @ �	��� �����
� )1 �������#��	
� �" �='��� ���%�$� O��
 )�� �0� . )1 ���$ ��>$��� ��$��
 ����")(xfy ="�	����� /01 2�%	 +	�% �J	�� 82 )�; )@ ����
� �#$@ x  �9��� ?�0
 &�;��	 7 �	�� 82 

+	�%7 *� y .J��$ +	;� �	��	��� �6���� �U��#���� � ! )1 ��I<� 
 

)��"� )���� �����
�( 
 );��:f I ⊂ →� � X���� ��'� /01 �"��� ���� I �%�$ &	�@ ���$� a . )1 ���$f �#$@ 

 �$1 ����
�a )�%�B�� 3�
� � @ : 
1 . �	�#$��lim   ( )

x a
f x→

  ���'�� ) �"�.( 
2 .lim   ( ) ( )

x a
f x f a→ =. 

 
1�5��� 

1 (�6<��� 3��
�� +	����� �" �$����
� � @lim   ( ) ( )
x a

f x f a
→

=�6<���� lim   ( ) ( )
x a

f x f a
>→

=  ���$
)@f	�	�� )� ���
�  �$1 )a .�6<���� �6<��� ?0� �$����
� � @�lim   ( ) ( )

x a
f x f a

<→
=)@ ���$ f ���
� 

�$1 ��
	�� )�a. 
2 (J��$ �	I�� +	����� � ! )1 �) *� +	����� 4���� &	�
	δε −�2  αε − (�B�; ��	�%� 

)178971857(7I����B) 184371921( Cauchy-Schwarz *�  : 
 .εααε <−⇒<−>∃>∀ )()(          :0  ,0 afxfax 

�J��$     ��'��� /01 �����
�� +I          )� �%�$ �; �$1 ����
� ������ �$�; )@ I  .J��$�   )� �����
�� +
� �#' ��
�)��
	�� )� �2 )	�	�� )�( �[� �		��� x �
$ a �	���� ax >  �2ax < .   )P*" ��*
�� ��	�%��

�����
� ?�$! )2 �$�	 �%�$ �$1 �����
��  ��%�$�� ?0� ��#' )�. 
3 (�$5"�� �?��+ )�@ αε −: 

εααε <−⇒<−>∃>∀ )()(          :0  ,0 afxfax 
 �����
� )1 ���� ����f �$1 aU 
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 )2 ��2 >**
�ε<− )()( afxf )2 �**$�� )(xf  KI**;�� ��**'� /**�@ �**��$� )(af� �**!� 
] [εε +− )(,)( afaf .   )2 ��;α<− ax � )2 �$�x KI;�� ��'� /�@ ���$	 a  �*!� �] [αα +− aa , .
\����� �6<���" ������������ �����
�� )1 ��: 

 )�; ��#� 
 A.@�� B��� 	�2���)(af  

�'�	 &$P" 
  A.@�� 	�2�a A.@�� B��� 	�2��� �C ������ D���� )(af. 

 
 �$�	 � !�: 

 A.@�� 	�2� B� ���@"�� ������)(af � A.@�� 0�2� B���a. 
 

 ��'� 8��
� �1��'� &$2 /01 �%�$ ���' +��$ �$�� ���)-� ����� �	%�
$ �$$P" �%�$�� ?0� KI;��:  
 �������f �+' a  

�$�	 
 E� ���2 	@� ���@"�� ������)(af E� ���2 �9 a. 

 
�1�5�  

      ��'��� )�;	 )2 �#��� )�I ����    3��
�� +	����� �" �
 .    ?� ; ��E� );	 �� )@� .    +	�$ )2 �� <"
     ���	 �%�B +	����� �"@   �%�$�� )a        �" D��
� X���� ��'� /�@ ���$� I .        �*���;�� )P*" ?*�  )��*��

ax →  �
� ��!�>�� I���� lim46�$� /�@ 8�V� �6 +	����� �" )	������ )	%�B�� �"  .   � *! �*9��	�
       �	6 O�;� )��� ��1 �" 46�$���x     +	��� �1��'� �" f    L���	 ���$1 x )� a .  �*" �$� I�'	 +	;�

 ����; ���
�� K !)(xf!! U 
         ��*#�� &*$-� ��9� ���'��� )P" �����
��� �	�#$�� ��#��� �
�
��� ��%$��� ���%�� )� �R��� /01�

  L��?���W�     ��; ��0%0� ��
$���   )2      �B�; �#1 ��6 ��	��	��� �#�"�1 ���� ���'���7      @ ?*�  �;V� I����B
 )�	��	��� �> ��1Z>$	 )��6 ����#	 )2 ��6 )����#���� � ! ����� ).� &	�@ �$0�� �� /�@ . 
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        ����
� ������ �; )2 ����	 4���� ���)            ��*���� L*	'� L*	'�� �*���� ���
�� ���	9; ���� �9�
909���	  �0�� ������� )	�R�    ��	
E� ������� �	��	� (...           � �!�����*
� ��*�" ����*
� �	R �#$� ���� �$�'� )@�

2 ������� %��$ �" �@ O�
	 � �1��'� �"0��6���0�  . 3�	
�� � ! �" �09�E� 4�� ?	�@: 
 

	�6� 1 
�"����� ������  �%�$�� �" D�
 )�;� �; �" ����
� ������; 0 : 




≤
>

= .0:      1
0:     0)( x

xxf 

 
 	�6�2  

     �	�$ �$$2 ).� ����    �;$� 3��
�� ��9��� �" �>$��  �  �" O�
 �� 0      *� ��	6 �; �$1 x     ���*1 8��*
� 
�
	
��       �"����� ������ ����$ �$$2 82   <9��0	 ��; ) �	B	 O	
n      ���*1E� �*1��'� )*� �*�	; �*�$�� 

�
	
���(: 
1)( =xg  �'2 )� [ [12,2 +∈ nnx  

0)( =xg  �'2 )� [ [22,12 ++∈ nnx 
$� �	R ��1 �$1 ����
� �	R ���� �#$@�%��$�� )� & .�
	
��� ���1E� �1��'� �! %��$�� K ! �1��'�. 

 
 
 
 
 
 

  

0 

1

 ������ )�	�

 ������ 7��  
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 	�6�3  
 /01 �"����� ������ �" �	;���� ��	2 );�	� �	B	 O	
 ������; [ ]x *� A	
��� MI'�� /�@ x :  

[ ]xxu =)( 
 ������ )@u�
	
��� ���1E� �1��'� �	6 �$1 ��1 �� ����
� . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 	�6�4  
������ ��V
�� X�%$ :  /01 �%�$ �	2 �" ����
� �
	� ���� �'�� �!� ��	�� �	�� �	� ��V
�� � ! U

�	���� � ! )� ���� M�B$@ /�@ ����!�� �$"<
2 &	" O
� � �� . I��	 O	
 �	����� ������ <9�  �� �1��'�� 
 ��%�$�� ���1E�: 

0   :   ( ) 1   :   .
xv x x
∈

=  ∉
�
� 
	R �!� �#$�	� �
� );�	 � ���� �#$2 >
� )� �%�$ �; �$1 ����
� ��. 

 
�1�5�  

 �6 )�;������ ��V
�� X�%3���B�� ��#�� �	�
� �� )2 ��� :   )�;� �; �" ����
� ���� �'�� �!
 /01 �%�$ �	2 �" 3���B�� ���� ���U L��'��  :� �"������ ������ ��
 ?� � ���$ ����� )�" )���"�	Van 

der Waerden )190371996( . �	����� �	�#$ �;B /01 �#	01 ��
$ ���� �!�)�0
0
 C��'� �� ( I��'�	
����� � ! D��
� �#��1. 

�	����� �	�>$�� ��' +	9; �#�����
� )E �	0
��� �" �	�!E� ����� �,���0� O
�; �#$�!�� ?��$ ���� �
)	!����� +0��� �". 

 
 

 ������ )�	�u 
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 ���1+)�����
������� L	;�� ( 

 );	�A� B )� )	MI' �� :f A B→ � :g B→� � )	���� a )� �%�$ A. 
��	6 4��$ )	%�B�� : 

               1 (f �$1 ���
� a� 
               2 (g �$1 ���
� ( )f a. 

 ������ )�;�  =�$1:g f A→� � �$1 ����
� a . 
 
 

6 .������0�#1�+���  
 �" �I����� :=��$�� )� �	���� ��	6 �" ���! ���� 8�V	 8 �� �>�$��� �����
�� ��#�� �0	 ��	" ���$�$

�#$� 4���� ���$
 ����� ����	��� �	0
���. 
 

)��"� )�>�$��� �����
��( 
 );��:f I ⊂ →� � ��'� /01 �"��� ���� I .  )1 ���$f ��'� /01 ��>�$�� ����
� �#$@ 

I ��'� /01 I %�B�� 3�
� � @ : 
 .εααε <−⇒<−∈∀∀>∃>∀ )()(         , ,:0  ,0 yfxfyxIyx 

 
 �1�5� 

          &$� �%�$� �	�� &0�;-� +	����� ��'�� 30��	 �>�$��� �����
�� )2 >
� .      �����*
� )	*� 3���� ��
             L'���� ������ 30��	 3���� U��'��� ��$ /01 �>�$��� �!�����
�� ��'� /01 ����α :    �$�%�
� � P" ��*�9@ 
             �>�$� �����
�� )P" �����
�� �#	" ���$ ���� �%�$�� �	��� �	��	 � ����� � ! )-� .       � &*$-� �*$!�� � @ ��2

	��� );�	 ����� ��$ ��α��'��� %��$ �	�'� I *� �$��	��� ��� ε�>�$� �	R �����
�� )P" . 
 

	�6� 1 
 �	�	'�� ������xxf sin)( = /01 �"����� � .��
��� �	909��� �6<���� �; $�; �'2 )� �)		�	�
 )	��1  

x � y: 2cos2sin2sinsin yxyxyx +−=− 
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#$��:�$�
$ �:  

.                    
2sin2                    

2cos.2sin2sinsin

yx

yx

yxyxyx

−≤

−≤

+−=−

 

              ��	��� ��'�� 3�
�	 �	�	'�� ������ /01 3��
�� +	����� 3	�%� )2 A��	 �9 )��α     **� �	��
� ε .  � *!�
 )2 �$�	α�$1 ���$ )2 );�	 ���� %��$�� )1 ���
�  �����
�� � .��>�$�� ����
� �	�	'�� ������" ��������. 

 

 	�6�2 
   ���� ����$f      �	�����  �	����� 3�
�   ���
���   I�	B�	� %�BLipschitz) 183271903 :(�	  ���9 �'

K    ����� L'��     )	�*�$1 �*; �*'2 )*� O	
�x � y     +*	��� �*1��'� /*�@ )�*	��$	 f )P*"  
yxKyfxf −≤− )()(. 

�	I�	B�	� ���� %�B�� � ! 3�
� ���� /�
�. 
    	B�	� ���� �; )2 >
<$        ��	��� ��;	  @ ��>�$�� ����
� ���� �	I�)     �>�*$��� �����*
�� +	��� �" (

K
εα =.  

  ���9�� )�;	 ���$1K     ��'��� /�@ ���$	 ] [1,0    )@ ���$ f �	0��  .       +*	����� � *! /�@ ���$ +�

��
�. 

 
 	�6�3 

  ������g    /01 �"����� ] ]1,0   *� xxg 1)( = .  );	�n     ��*�$� �	R �	�	�% ���1  .   �*�$nx 2=  � 

ny 1= )2 >
<$� x � y /�@ )�	��$	 ] ]1,0 ��	�% ��1 �; �'2 )� n���$� �	R  . L

$ �9 

nyx 1=− 
.2)()( nygxg =− 

      ��'$ ���$1 )J��	 J�9 )��n    /�@ ��V	 ∞+   )2 yx −    /�@ ��V	 0    ��V	 ��$	� )()( ygxg −   /�@ ∞+ .
��I0�
�� ��	6 L0%�	 8 �� �>�$��� �����
�� �� /"�$�	 � !�:  

.( ) ( ) 0g x g y− →  ⇒  0x y− → 
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 )P" ��������g ��'��� /01 ��>�$�� ���
� �	R ] ]1,0��'��� ��$ /01 ���
� &$2 �R� . 
   )2 >
�@     �����
� ��>�$� ��1 �$���9g  Z;�	 )�;   �%�$�� /01 I0     �$0�' �$$E �!���'� n   ��V	   /*�@

∞+     )2 �$�	 � !� x   � y    /�@ )��V	 0 .    ����� �	%�
$ � ��@      +�%�� )� :��$ �����
�� ��>�$� ��1 )0 
 +	����� ��'� )�] ]1,0 .�;V	 ���� �	����� �	�>$�� ?�  : 

 
 ���1+) )	�! �	�>$Heine( 

   ���� �;:f I ⊂ →� �   ����
�    ��'� /01[ ]baI ,=   �����)    ���*
�� 3*0�� 82 (  �*���
��>�$�� ����
� /01 I. 

 

 7�9� ��)+0����( 
   )2 4���$f      ��>�$�� ����
� �	R� ����
� [ ]ba, .   =�$1        �����*
�� ��*>�$� �*�$ )J	�	 *'�� �

ε<0����� ��		 )nx � nyO	
�   
. * 1:            ( ) ( )n n n nn x y f x f yn ε∀ ∈ − < ∧ − ≥� 

�6<��� )� A��	  
* 1:    n nn x y n∀ ∈ − <� 

 ���� )2  )	�	���nx   � ny )�����
�  .   �	%�
$ ��������  3	�%�  �	�>$ �*$�I���) 178171848(7 ���*
�	�" ]
)181571897( Bolzano-Weierstrass )          �*������ �	=I' �	����� ���� ����
� �	�	�
 �	����� �; )@ �0=���� (

/01 nx ��
���	=I' �	����� ^��
inx�������  .� I��$ *� �#�	�#$l . )�; ���� 

* 1:    
i in n

i
i x y n∀ ∈ − <� 

 )P"0) ( lim
i

=−
+∞→ ii nn yx . � ;!���-	)2 

iny �#�	�#$� ��	2 �������  8��
�l. 
�@ C�'������6<��� / 

* :      ( ) ( )
i in ni f x f y ε∀ ∈ − ≥� 

  ��'�i    /�@ ��V	 ∞+     �$	������ �"  ε≥− )()( 
ii nn yfxf      �����*
� ���� ��$ f      46�*$��� /*�@  

0)()(0 >≥−= εlflf . 
   ^��
$ )	2  /�@  �����
�f    � ���$ ���$1 &'��
$ U   �����
� )-f   �$1 l    ��*'��� /�@ ���$��� [ ]ba, 

)J��U� ��� A (/�@ 8�V	  )()(  lim lfxf
i

in
nlx

=
→

� )()(  lim lfyf
i

in
nly

=
→

. 
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���1+ ))	�
�� ?���@� �����
��( 
  ���� �;f����
�  ����� /01 [ ]ba,/$�E�� /01E� �#	�
 ?���� ����
� ���� . 

 
7�9� �� 

1 (   )2 4��$f    ����
� �	R    /01E� )�   /01 ����
��[ ]ba, . 2 >
� ����
� �#$ ��>�$��   L*

 
 ����
�� �	�>$�� .     ��1 �; �'2 )�  ��	�%n    ��$1 �'�	 nx   )� [ ]ba,   O	
� nxf n >)(.     �*$�; �*���

  �	�������nx   ����
� )    ���
� ��'� /�@ �#=���$� �;
� ($P"         �*	=I' �*	����� �*#$� ^���
$ )2 �	%�
$ �$
knx 

�������   �#�	�#$� x    /�@ ���$� [ ]ba,   )E bxa
kn ≤≤.     46�$� /01 ��
$ �9 )��   �" �Z9��	  :    �*#' )�

 �$	�� 
.+∞<=

+∞→
)()(lim xfxf

k
k

nn
 

 �6<��� 8�V� D��2 �#' )��kn nxf
k

>)( /�@ 
.+∞=

+∞→
)(lim

k
k

nn
xf 

 ������" ��������f/01E� )� ����
� . 
 *    )2 /01 )�!����f         /01E� )� �	���
��� /01 )�!����� &	�B /$�E� )� ����
�  .    �	*���� �J�*6

/$�E� )� �	���
��� /01 )�!���� . 
 

2 (   ���� )�!���� ����$      ������ )2 )� ).� �;-f    /01 ����
��� [ ]ba,       �'�� &$2 82 �/01E� �!�
 ?��� 
 �%�$ξ )� [ ]ba, O	
� 

[ ]
)(sup)(

,
xff

bax∈
=ξ.  

 +0���� �$�!�� ���$ : )2 3�
 ��� �0�$
[ ]

)(sup
,

xf
bax∈

 �" ��'�� IR . ��$�
[ ]

sxf
bax

=
∈

)(sup
,

��)2 4��$ 
.[ ] sxfbax <∈∀ )(    :, 

 ������ )2 >
<$u /01 �"����� [ ]ba, *�  
)(

1)( xfsxu −= 

    /01 ����
� ����[ ]ba, . J�9 )��    ��
�� ��>�$�� ����
� �#"    /01 ��[ ]ba, .   �*�$
[ ]

txu
bax

=
∈

)(sup
,

 .  )*�
)2 �;V��� 

.[ ] 0)(
1)(     :, >−=∈∀ xfsxubax 
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 &	01�0>t  � 
.[ ] txubax ≤<∈∀ )( 0    :, 

:�$	 &$�� 
.[ ] stsfbax <−≤∈∀ 1(x)    :, 

 )@ ����� �� /"�$�	 � !�
[ ]

sxf
bax

=
∈

)(sup
,

 .'�$ 46�$��� � ! �$����"� )� �[ ] sxfbax <∈∀ )(    :, 
 &$2 �$�	 8 ��� ��'�  �%�$�ξ )� [ ]ba, O	
� 

[ ]
)(sup)(

,
xff

bax∈
=ξ.)P" ) @ f/01E� K�
 ?��	 . 

 
 * ?���@ �	���� �J�6 f/$�E� K�
� . 
 
��1�5 

    �#� ��'��� �	���
� )2 >
��   �	�>$�� K ! �"  .        )	������ D�
@ <9�  � ?�  )� �;-�0� :   �*>�� ����
 ��'��� /01


− 2,2
ππ ������ �2g /01 �"����� ] ]1,0 *� xxg 1)( =. 

    ��� 30R )2 ��	2 >
� #� ��'   ����
�� �	�>$�� �" � .-�0� ������ ��9�; ���1� ?�  )� �;g �*����� �2 h 
 ��'��� /01 �"�����[ [2004,1 *� xxh =)(������� ��'��� �" /01E� �!�
 ?��� � �#" . 

 
      �" ��	2 ��#��� ��	�>$�� )�����  C     �	����� �'	�$�� ����
��� ������    ��*� ��E �*#	01 )!�� ����

     )� ��E� ����� �<�    �$�I��� �;	B��� �B1 �
���� )����  �B�; �
$����� .   �	�>$�� K ! ����  –   %	
� �	���� 
7                �$���62 _���� )2 )��� I�6 )��� �#$ ��1 D��2 /�@ ��� )� ������ �	%�
$ � �$$@  .      ?*�  )*1 �*J��$�

��	�   ������ �	 :         )	��	6 �$1 )	��0��� )	���B@ �
�� �	���� ����
� ���� � �2 � @a � b       �*����� K *! )P*" 
)	� ���
�� ��� �6E� /01 ����$�a� b . ������ +��-��� �$�� ���	 �� �!� : 

 
�1+�� )/%
��� ��	���( 

 );��f ����� ��'� /01 ����
� ���� [ ]ba, . )�; )@0)().( <bfaf  �%�$ �'�� &$P"c  )*� 
[ ]ba, O	
� 0)( =cf.  

7�9� �� 
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  )-� <9� 4��$�0)( >af ) )�;	
 &$��0)( <bf .(  �*�$�� [ ]{ }0)(:, >∈= xfbaxX � 
Xc sup= . )2 )J	�$��0)( =cf. 

 )2 A����� )�bca <<. )�; �0" 0)( ≠cf KI*;�� ��'� �'��  c   &*	" >��*
�f  �#���*BP� 
��'���� � �?�   �����
� ���� f)  ?�  AJ��( .    ����� 46�$	 � !�Xc sup=      �*%�$�� +�*�	 8 *��  c .
 ��������0)( =cf. 

 ?�  )� :�$�
$  �	����� � !: 
 

 ���1+)�%
����� �%�$�� �	�>$( 
  );��:f I ⊂ →� �       ��	; ��'� /01 ����
� ���� I .  );���)( 1xf   � )( 2xf    **� )	��	6 

f O	
 21 xx < . 
 ��$1 �; �'2 )�  =�$1c )	� ���
� )( 1xf � )( 2xf ��$1 �'�	 0x ��'��� )� ] [21 , xx 

 3�
	 cxf =)( 0.  
 

�1�5� 
           ��'� ��	2 �! ����
� ���� ��1 ��'� ���� )2 ?�  )� :�$	 .   ! )� :�$	 ��;     �*���� �*	�>$�� K 

��'��� ���� ���
 �" �#���
[ ]ba, �! ��'��� � ! ���� )2 ��'��� 
[ ] [ ] 




∈∈
)(inf),(sup

,,
xfxf

baxbax
. 

 ���1+)�������� )	������ �����
��( 
 );��:f I ⊂ →� ���	; ��'� /01 �$	����� ����
� ���� I .)�;�  =�$1f����� ��	��  . 

7�9� �� 
);�� a� b�" )	���9� )	�%�$ I O	
� a b< . )2 <9� 4��$( ) ( )f a f b< . );�	 � &$2 >
�

)�;	 )2 ( ) ( )f x f a< 2 �( ) ( )f x f b> )�;	 ���$1 ] [,x a b∈.<9� )�; �0" ( ) ( ) ( )f x f a f b< < 

���%�$ ��'� �%
����� �	��� �	�>$ )� �$'�$] [,y x b∈O	
� ( ) ( )f y f a=)	��� 4�" �� /"�$�	 � !� � 
f. )P" �������� )4���"� ���( ) ( )f a f b<: ( 

.] [ ] [,   ( ) ( ), ( )x a b f x f a f b∈ ⇒ ∈ 
 )	��I0�
�� /�@ 8�V	 ��I0�
�� � !: 

] [ ] [,   ( ) ( ), ( )a x b f a f x f b∈ ⇒ ∈ 
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.] [ ] [,   ( ) ( ), ( )b a x f b f a f x∈ ⇒ ∈ 
 3�**
 �**�� �0��**
��**���0� ��**��� �**	�I���f)  �$**� � )2 �$**���"� �**$$2( ) ( )f a f b<( . �**��

�$���"�( ) ( )f a f b>������ ����� �6�$��� /�@ ����
�� ���%��� C����� �$0���� . 
 

       %��� ����
��� ������ �#� ����� D��2 ���� ?�$!�#           ����*�� %*
�2 )*� ����� ���� ���
�� ���	9;� 
�����
�� . ��! )	�$9� 3�
$ :=��$�� ?0� )��: 

 ���1+) ����F��C <����Weierstrass( 
    ���� );��:f I ⊂ →� �    O	
 ����
� I  ����� ��'�  .       ���*
 ���*	9; �	����� �'��nP 

�
$ ��>�$�� L�����f  82 �     
.0 00,     :                 sup ( ) ( )n

x I
n n n f x P xε ε

∈
∀ > ∃ ∈ > ⇒ − <� 

 
 
 

7 . ��+�� �G.��Landau 
        �I�� ��! ������ ���	��� �" �����
�� ��	9; )�I�� ?�$!   ��$�� Landau:    )	*���� �*���$ f � g 

 �%�$ ���'� )	�"���0x  �	$�;�@ ��X��
���$1 )	�"��� �$�;� �2 )	����0� 0x . 
)��"�)  ��$�� �I��( )f g= � � O( )f g=( 

)@ ��**�$f��**�2 �**0�#� g ���**'� 0x) **	 ���**$1 �2/**�@ �**	����� ��V0x�**$1 �2 0x ( � @
)�;

0

( )lim 0( )x x
f x
g x→ = . ���
�� K ! �" L�;$( )f g= �. 

 )@ ���$f  /01 �$�	#� g   ���'� 0x)     /�@ �	����� ��V	 ���$1 �20x  �$1 �2 0x ( )�; � @f
g  ����
� 

���'�0x .  ���
�� K ! �" L�;$O( )f g=. 
 

�1�5� 
1 (�����;�� �$�� � �� )( )f g= �� O( )f g= ���
 �" 1g =U 
)�; � @

0

( )lim 0( )x x
f x
g x→ =� 1g = )P" : 
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.
0 0 0

( ) ( )0 lim lim lim ( )( ) 1x x x x x x
f x f x f xg x→ → →= = = 

 &$��
0

lim ( ) 0
x x

f x→ = . 
     )� �;-��� �#
�� )� &$2 ��;       )2 �I0�
� ��	�E� �6<��� )2 ( )f g= �   ����1�� 1g = .  �	%�
$ ?� ��

 V"�;��� ����;: 
.

0
lim ( ) 0    (1)
x x

f x f→ = ⇔ = � 
)�; � @ �D��2 �#' )��O( )f g= ���
 �" 1g = )2 K�$��" 1

f)2 82 ����
� f���
� . 
7���� 

 ���'� �	����� ��6<��� �
� )� �;-�0:  
1(2 ( )x x= � �  
2(sin ( )x x= ��  
3 (2 41sin (tn )x x xx + = � �  
4(2 21sin O( )x xx =�  
5 (2 4 2 21sin 6 O( )x x x xx + + =�  
6 (2 21sin 5 6 O( )x x x xx + + =. 

	��� 
1(2 ( )x x= � )E 2

0 0
lim lim 0
x x
x xx→ →= = �  

2(sin ( )x x= � )E : 
0 0

0 0

sin sinlim lim

sin             lim lim

             0 1
             0.

x x

x x

x x x
xx x

x x
xx

→ →

→ →

= ×

= ×

= ×
=

  

3 (2 41sin (tn )x x xx + = � )E  : 
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2 4 2
4

0 0

3
0

3
0 0 0 0

1 1sin sin
lim limtn tn tn

1                         lim sintn tn
1                         lim lim sin lim limtn tn

    

x x

x

x x x x

x x x xx x
x x x

x xx xx x x
x xx xx x x

→ →

→

→ → → →

 +  
= +   

 = × + ×  
     = × + ×          

                     1 0 1 0
                         0.

= × + ×
=

 

4 (2 21sin O( )x xx = )E 
2

2

1sin 1sin 1
x x
x x= ≤ �; �'2 )�  x���$� �	R . 

5 (2 4 2 21sin 6 O( )x x x xx + + = )E ) ���' )2 ����1��0 ��'��� <9� �! ] [1,1−: ( 
2 4 2 2

4 2

2 2 2 2

2

1 1sin 6 sin 6

1                              sin 6

                              1 1 6
                              7.

x x x x x xx x
x x x x

xx

+ +
= + +

= + +

≤ + +
=

 

6 (2 21sin 5 6 O( )x x x xx + + = )E ) ���' )2 ����1��0 ��'��� <9� �! ] [1, 2−: ( 
2 2 2

2
1 1sin 5 6 sin 5 6

1                              sin 5 6

                              2 5 6 2
                              19.

x x x x x xx x
x x x x

x xx

+ +
≤ + +

≤ + +

≤ + + ×
=

 

7���� 
���'� �	����� ��6<��� �
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