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 K��	
()�(���	� �/= �� $
/� �� ����; (����,�� �����n ����� ε .D̂�� ����#
 ����� )�* ��
( $# �(� 
 ����,��0n . ����
 E�� A�7. ������ ����,�� ����� $# 5�� ... $Y� A(� ��/ � ����� �/� A� ���4 ����

 ���# $
/	 $# $/��0n. 
3( 40
9� 

1 (!��( N�/ ����		��� $# $( )nu U� ������� 1
nu n= 
�( �����	� 0B 

 F	/(1 10nu u n n ε− = − = < . 6�: @�X� �*"
1n ε> .��	�( $# ��/� $*:0
1n ε> 90� �  :

0
1 1n ε
 = +   . $� ��/# ����, ��. @# $Y� �(�=# ��/
1 1ε

  +   U� U� ���4 $
/� $# O��� 0n A(  
N���	�� ��
����� D���. 

2 (�( N�/!�����		��� $# $( )nu U� ������� 3 1
1n

nu n
−=
+

 
�( �����	� 3B 
 F	/( 
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.3 1 1 3 4 431 1 1n
nu u n n n n ε− − −− = − = = < <

+ + +
 

 $# �	G� A(�
4n ε> . ��	�( $# ��/� $*:0
4n ε> 90� �0

4 1n ε
 = +  . 

 
��/���� ���. � L��� �*/
 �������� ���. � L��� ���	 $. �!��	 �	�� ����	�� ���5(�� ���(. 

 
 ��
,()��=
/�� �����		��� F���	( 

��=
/ �(�/ �*: ,��
 �*: �����	� ����. ����		� $
/	. 
 

4
;
� 
0%3 :  �(�/ �*:( )nu 
�( �����	� u ���	/ ��,	
( �((Y�  

( ) ( )
            .
p q p q

p q

u u u u u u
u u u u

− = − + −
≤ − + − 

 �-( $���,�� �� ���'(�� 6�: �
�����
: 
0 lim lim lim 0 0,p q p qp p q

q
u u u u u u

→+∞ →+∞ →+∞→+∞
≤ − ≤ − + − = + 

 $ lim 0pp
u u→+∞ − = 
 lim 0qq

u u→+∞ − =����		��� F���	 ����  . A(�
lim 0p qp
q

u u
→+∞→+∞

− =. 

�(
9 :  C��( $# @# �D��� �=
/ ,�= $# $V�lim 0p qp

q
u u

→+∞→+∞
− =. 

����		��� F���	 ���0: F
7,���
 . ������ ����		��� $# C�	�() L&-��
 ������� L&-�� �	���		� ���	.� ��/�
����. ����		� ���� �� �7��	�� .(����		��� ���
��� 6�: @�X� �=
/ ,�= $# ������� �� ��0( . 

 $/��0 ε<�	�0�  . $/��
0n U� D��
��� ����,�� ����� εD��� @*�� ����� @# ��=
/ ,�= ��  
0 0  p qp n q n u u ε≥ ∧ ≥ ⇒ − < 

 �49��� H*" �� ��	�(0p n= �	G��  
00 q nq n u u ε≥ ⇒ < + 

 $� ��/# �'7��� �	�� ����		��� ���(. �/� ���	���
0n��
���  . ��'	(��� �.
�-��� $: �0{ }00 1 1,  ,...,  nu u u − 
�'�� ��(. ��/G� ��
��� .����		���� A(�
( )nu��
��� . 

 ����, ��. �/ �-# $� �$V� ��(�n: 
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.{ }:n kA u k n= ≥ ⊂ � 
����		��� $# ���( )nu�.
�-��� $Y� ��
��� nA��
���  . U� A��: &��( 6(�# �� �'7� )�*�
na 67.# ��
 
 U� A��: &��(nb . ����	�� �49��� ��� 5��: 

.[ ] [ ]1 1 1, ,n n n n n nA A a b a b+ + +⊂ ⇒ ⊂ 
���-��� $# 1�( )�*�
[ ],n na b $Y� A�7.
 ��7���	� ( )na 
 ����&	� ( )nb��4�(	�  . 

 $/�� 1��# �'- $�
> ���	.�� 0 ε<
 �	�0� 0n U� D��
��� ����,�� ����� ε 
 �=
/ ,�= �� 
0n n≤ > �7� �� ���	/ )67. � �� �
 6(� � ���� $� �/� �&����� ������� F
� : ( 

,     
,    ,

p n

q n

p n u a
q n u b

ε
ε

∃ ≥ < +

∃ ≥ > − 
���	/ ��� Z	(� A(�
:  

( ) ( ) ( )n n n q q p p nb a b u u u u a− = − + − + − 
 $#: 

( ) ( )
            <3 .
n n n q q p p nb a b u u u u a

ε
− ≤ − + − + − 

 �49��� �(��� $# O�	� �*�
: 
0 00,  :      3n nn n n b aε ε∀ > ∃ ∈ ≥ ⇒ − <� 

 $# �(�	 �	��lim 0n nn
b a→+∞ − = .$�	���		���� ���	���
( )na
 ( )nb $�	�
�-	� )�/*	$# ( )na ����&	� 


( )nb��4�(	�  .(����		��� ���'( �" ��'� �/�	=��� ���'(�� $:( )nuN���	 $  nA
 ( )na
 ( )nb $# $!��� : 
.,   n n nn a u b∀ ∈ ≤ ≤� 

F���	 ��0� ����
�� �49��� �� ���'(�� 6�: �
����
( )nu 
 lim lim limn n nn n n
a u b→+∞ →+∞ →+∞= = . �'	(� )�*�


���5(�� $�"��. 
 

�,�:� 
 $� �

# ��L��� 6�: ��=
/�� �����		��� N���	 ���� � $�
 � ...  D7,� ����-� ��L��� 6�:

���	��� ��L����� �
� �'�7. . �'�� D��	 ���	� ��L��� )�(" $  ��=
/�� �����		��� ���"# �'5	 *8(��

 ����
�� ���5(��)��=
/ �����	��� �����		��� �/
 �����	� �����		� ��=
/�� �����		��� �/ ( ��L��� )�("


 ���	������	� ��; ��=
/ �����		� �'�� �-( 1��# ! ���5(�� �'�� D��	 �	�� ���	��� ��L����� �8� 6�
	 
���	�� ��L����� ����
��. 
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  ��	 ��; L��� 67. ��0�/
)�����	� ��; ��=
/ �����		� A�� �-( �((# @# ( L��� L�,.: $/��
��,�(�� ���. �� .�. ��	�(� ��x ∉� .$# �7�( $�(��� N�0/ �����, ��. �/ �-# $� �*�
 �n �

D,�( ��. �-
�nx 6�: ��	(� 1 ,x xn
 −   .��,�(�� ����		��� $# 5��( )nx ��; ����� 
�( �����	� 

D,�(��x)  $ 1
nx x xn− ≤ ≤F
7,��� ��0� �49��� H*" N��,# �/ �� ���'(�� 6�: �
����
  .( $�


 ����		��� ���� �� �1��# �'-( )nx �� �����	� � �� ��=
/ �'� � . ���# ��=
/ �'(# $*: �'����� $��
90� ��	�(�  ��� . �
��� 6�: ������ H*" �� �(� @�X	 ���'(�� ��(���
 $# 
" ��8���� B�9/�� �*" $� ��8���� ��

(G� $� ����		� �(G=(# �(� �� ��=
/ �� �� �����	� ��; �'(/� � �'	��'( $# *: x ∉� . 
 $# �(!�� �4 $
/( �*/"
� U� ��9� ��	 ��; � 
 �. 

���-��� ��L����� �� �'7�0� �'�
 ����. � ��.
�-� �� ���" ��
� ����
��� ���5(�� @�X	. 
 
 
 
 
 
 
 

6 .��/�
���� 	
��
����� 
 ��	��� $� �"�� �,�� �'����	 $�/ �*: ��-���	 ����. ����		� $. W��	(n �� ����� ) ��. 
#

�
�� ( $� �4# ��	� $�n . ���� $
/� ���(. �������� �����		��� H*" �0� $. ����	�� $/��
nu ��	��� $� 
 ��	��� $� ���� ����� 6,��1n − ���	�� 
�(�� 67. : 

 $� D7,(( ���	:f U U⊂ →� ����		��� N��(
 ( )n nu ∈� U�  : 
0

1

,
( ),    .n n

u a U
u f u n+

= ∈ = ∈ � 
W��a�� 6,�� ��(. U .�
�
 �.
�-� $# C�	�( �*���f�" U :  �49�7� $
/	 6	� )�*

1 ( )n nu f u+ =6(�� . 
  ����		��� ���	� �� $/�� ������ H*" ��( )n nu ∈����	�� ���	� 6�: f . ����	�� �-�	(�� �(���: 

 
��
,( )���	��� ��( 
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  1 .$�/ �*:f $Y� ����&	� ( )n nu ∈� ���	�  :$�/ $: ����&	�0 0( )f u u≥ $�/ �*: ��4�(	�
 
0 0( )f u u≤. 

2 .$�/ �*:f $Y� ��4�(	� ( )n nu ∈� ���	� �
��  :$�	�8&-�� $�	���		���2 2( )nu +
 2 1( )nu + $� 
( )n nu ∈���4�(	� 1�� �
 ����&	� ��"���: �$�	��	� . 

 

4
;
��� 
1 .$:0 0( )f u u≥ �(�	 1 0u u≥ . ���&	 $# 5��f6�: @�X�  1 0( ) ( )f u f u≥ @# �2 1u u≥ .

 $# C��	��
 Z���	��� ���	
�� �7��
� ��,	
(1n nu u −≥���&	 �(�,��� f: 1( ) ( )n nf u f u −≥ @# �
1n nu u+ ≥ . ���&	 �	G� A(�
( )n nu ∈� .���&	 $# ��0( ����,�� E�(�f �49��� ���4 
 0 0( )f u u≤ $���X	 

����		��� �4�(	 6�:. 
2 .�4�(	 $# 5��f���	�� ���&	 �&7	
� g f f= � $#
 : 

2 2 2

2 1 2 1

( )
( )

n n

n n

u g u
u g u

+

+ −

= =
 

 O��
	�� �-# $� ��( �(.� :2n nv u=
 2 1n nw u += .F	/( $# $/�� *8�(. 
1

*
1

( ),    
( ),    

n n

n n

v g v n
w g w n

+

−

= ∈ = ∈
�
� 

 $# �(��	�� �*: 0 0( )g u u≥ @# �0 0( )g v v≥� $# 6�
 � �-�	(�� $� $!��	� ����		��( )nv����&	�  . 
 $� Z	(	
( 1��# �'- $�
0 0( )g u u≥�4�(	
 f $# ( )0 0( ) ( )f g u g u≤ . F	/	 �49��� H*"


3 1u u≤ @# �0 0( )g w w≤ .-�	(�� D��,	�
����		��� 67. 6�
 � �( )nw�4�(	 $��	� ( )nw . �7�	
( �*��
$�	�8&-�� $�	���		��� $# �7�	
( B)�* �/ $�2 2( )nu +
 2 1( )nu + $� ( )n nu ∈�����&	� ��"�
# �$�	��	�  

��4�(	� ��'	�(�0
 .����		��� ���	� ��. 6�: ����� ����,� @�X� �*"
( )n nu ∈�)  ���	� �(�/� ���	� �(�/ 
�
?
(�� E�( $� ��8&-�� �'	����		� ���-.( 

 C���� $� �(�7,(� ���(. )�* W��0 0( )g u u≥ . C���� $� �(�7,(� 
� A(# 5��0 0( )g u u≤ 
����		��� �75�( )n nu ∈�$�	�8&-�� $�	���		��� $� �/ ���	�� ��
(��� E/��� W���
 ���	� ��; 2 2( )nu + 


2 1( )nu +. 
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 $
/� ���(.f "���	
�) "���� �*" 1�(
��J ��� �� �
'( ����		��� F���	 $Y� ���	�
 ( )n nu ∈� 

�(u �49��� 6�: @�X�  ( )f u u= . ����		��� F���	 �
��� �� �5�9��� H*" ���	( )n nu ∈��'	��'( $���	
  .

 $: ��0��� ���
 67�� �������� �(�/( )f u u= �
'-��� ��* u ��.��	� ����		��� $# Z	(	
( 9� ���	 �  ...
�
7��� )7	 �.
�-� $� ���(. $
/	
 ����		��� ���'( $# )= 9� �'�
7� ����	 $:
. 

 

�
9� 
 ����		��� ����, E��#( )n nu ∈� U� �������  

*
0

1

,
,    .n n

u a
u u n+

 = ∈
= ∈
�

�
 

 
" �(" ��	���� ���	�� $# 5�9( )�*� ����7� 
* *:

       
f

x x
→� �
�

 
��	
�
 ���&	� A(# ��7. . D�
 �� D��,	�( �	G� �� �� �(/���� ������ ��7: 

•  $�/ �*:1a > :  $
/� ������ H*" ��a a≤ @# �0 0( )f u u≤ . ���4�(	� ����		���� ���	���

 U� 6(� � $� ��
��� �'(# �5�9��� ��1) Z���	��� )�* ��X� $/�� .( �����	� �'� $*:

�'	��'(
1 u≤ . �������� ��( ���(.( )f x x=�7� �'� $# �-(  ��" $0x = 
 1x = . ���

 $#1 u≤ �" ��
7,��� ���'(�� $Y� 1u =. 

•  $�/ �*:1a > : $
/� ������ H*" ��a a≥ @# �0 0( )f u u≥ . �� �����&	� ����		���� ���	���

 U� 67. � $� ��
��� �'(# �5�9���1) Z���	��� )�* ��X� $/�� .( �����	� �'� $*:

�'	��'(
1 u≤ . �������� ��( ���(.( )f x x= ��"
 ��(�7
# ��/ �$�7� �'� $# �-( 0x = 
 
1x = . $# ���
1 u≤ �" ��
7,��� ���'(�� $Y� 1u =. 

•  $�/ �*:1a = :  �	��0 ��,���� ����		��� $# 5�9( ������ H*" ��1nu =/ �-# $�  ����, ��. �
n. 

 
4�
�� 4 

  U� ��-���	 ������� ����		��� $# ��0# 
[ ]0
2

1

1,1 ,
1,    2

n
n

u a
uu n+

 = ∈ − += ∈ �
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��
���
 ����&	�. 
 
 
 

7 .���&�)�* 	
	
��
�����  
 �����		�7� �����,	�� $� $�.
( �(" C��	
( :N���	 ?
�
�
 ���-��� ����	 ?
�
� ��
��� C�� 

�'=����67. ���(	
� �����		��� . 
 
1. 	0
/��� �1��� 

 $:�-�	(����7�	�� �� ���" � ����� ����	�� �"
  ���-��� $� �8� �,��	 $# ��0	 � ����� ��;: 
 ��
,()�7���	��� ���-���(  

��	�(� ����, ��. �/ �-# $� n� D7���� ��-��� [ ],n n nI a b= $� � . $# C��(1n nI I+ ⊂ $� 
 �/ �-#n  . *8�(.: 

1 ( �,��	�� $
/�n
n
I∩ ���-��� �/� nI ����	
� ��,4 I) ��� ��; �,��	�� $Y� A(�
.( 

2 (/ �*: $�lim 0n nn
b a→+∞ − =$�	���		��� $Y� ( )na
 ( )nb ����'(�� E�( 
�( $�	����	� $�(
/	 


{ }I c= W�� lim limn nn n
b a c→+∞ →+∞= =. 

 
4
;
��� 

1 ( �49��� $!��	1n nI I+ ⊂ $#  
.0 1 1 0... ...n na a a b b b≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 

 $�	���		��� $Y� A(�
( )na 
 ( )nb$�	�
��� ��"
 ���4�(	� ��'	�(�0
 ����&	� ��"�
# $�	��	� $�	���		�  . �*�

$�	����	� ��'� . ��(lim nn

a a
→+∞

= 
 lim nn
b b

→+∞
= . $# ��0(�[ ],n

n
I a b I= =∩. 

 $# O��
�� $�[ ],n
n
I a b⊃∩�(���	��� $  n na b≤ �/ �-# $� ����� n A(�
 � :

lim limn nn n
a a b b

→+∞ →+∞
= ≤ = . �(��� �4
�� E�( ��
: 

.sup infn n n nnn
a a a b b b≤ = ≤ = ≤ 
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 $# )�* $� Z	(�n na a b b≤ ≤ ≤ $# @# �[ ],nI a b⊃ �/ �-# $� n . ���	���
[ ],n
n
I a b I= =∩. 

 �(��� �1��# �'- $�
 :[ ],n
n
I a b⊂∩ . ��(. ��	�( )�* $� �/G	7�n

n
x I∈∩ $# 5�9(
 

n na x b≤ ≤ �/ �-# $� n �	G��  :lim limn nn n
a a x b b→+∞ →+∞= ≤ ≤ = . A(�
[ ],x a b∈ . $*:

[ ],n
n
I a b⊂∩ . D�
 ��� �7�	
( �*/"
 :[ ],n

n
I a b=∩. 

2 ( $# C��(lim 0n nn
b a→+∞ − = .$�	���		��� O��	 *8�(.( )na
 ( )nb ��'� A(�
 �$�	�
�-	� 

 ���'(�� E�( ��'�
 $�	����	�c : lim limn nn n
a a b b c

→+∞ →+∞
= = = =  . ���	���
[ ] { },n

n
I a b c= =∩ . 
"


F
7,���. 
 

 �,�:� 
 ��7���� ���-��� ����
�� ���5(�� �� �(���	
� 
�[ ],n n nI a b=��
	���� ���-���� ] [,n n nI a b= 

���5(�� �-�	( �,�
� . )�* ��0� :10,nI n
 =    . $# 5��10 lim 0 lim 0

n n n→+∞ →+∞= = = )�* �;�
 
n

n
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