Matiere : Algebre 4 Responsable : Y. Halim

CORRIGE TYPE D'EXAMEN DE TD (2025)

Exercice 1 :
1. Puisque dim (Ry[X])" = Card{p1, 2,93} = 3, il suffit donc de montrer que
{p1, P2, @3} est libre. Soient ay, ay, a3 € R:

a1p1 + arpy + azp3 =0
(=4 (0(1(P1 + arx@Pr + oc3(p3) (P) = O, VP e ]Rz[X],

1 1
(=4 0(1P(0) + CYQf P(t)dt + a3 f tP(t)dt =0, VP € le[X]
0 0

D’ou
1
a1+ ar+ a3 = 0
PourP(X) =1 2
PourP(X) =X = 1&24'10(3:0 >ar1=a,=a3=0.

2773
PourP(X) = X* 1 1

50(24‘ 10(3 =0

Donc {@1, ¢2, @3} est libre, alors forme une base de (R;[X])
2. Soit B = {Py, P,, P5} la base antéduale de {¢1, p2, 3}, avec

Pl(X) = ale + le + Cl,Pz(X) = azXz + bzX + Cp, Pg(X) = 113X3 + ng + C3.
Ona

*

1 sii=j
pouri,j=1,2,3. Donc
=1
p1(P1) =1 1
() =0 = 30t 5hita=0 o4 —6p =—6etc, =1.
pP)=0 |1 1, 1

Zal + gbl + Ecl =0

Cr = 0

p1(P2) =0 1 1

(P =1 {302t sharea=1 o4 - 245, =18etc, =0.
Py)=0 1 1 1

(P3( 2) Zaz + gbz + ECQ =0

C3 = 0

(Pl(Pz) =0 1 1

@a(P)) =0 = {38+ 50+ =0 o4 = 36,h, = —24ctc; = 0.
Py)=1 1 1 1

(P3( 2) Zﬂg, + gbg + §C3 =1

Alors B = {6X% — 6X +1,-24X% + 18X,36X? — 24X}.

Exercice 2 :




2

1. Montrons que f est une forme bilinéaire symétrique

Soient (x1, x2), (Y1, y2) € R%.

f((y1, y2), (x1,x2)) = 3y1x2 + 3yax1 — 712Xz
= 33(1]/2 + 33(2]/1 — 7X2y2
= f((x1,x2), (Y1, y2))

Donc f est symétrique.
Soient (x1,x), (¥}, X}), (41, y2) € R* et a € R.

f((x1,x2) + a(xy, x5), (Y1, ¥2)) = 3(x1 + ax))yz + 3(x2 + axy)ys — 7(x2 + ax))y,
= 3x1Y2 + 3x2y1 — 7x2Yy2 + a(Bx] Y2 + 3x5y1 — 7x512)

= f((x1,x2), (1, y2) + af((x1, %3), (Y1, ¥2))
Donc f est linéaire par rapport a la premiere variable, et comme f est symétrique, f
est bilinéaire.

2. Déterminons Ann(f), le noyau de f

Ona:
Ann(f) = {(x1/x2) € RZ : f((xll xZ)/ (]/1/ }/2)) = OI V(yll ]/2) € RZ}
Calculons :
— Pour (11, y2) = (1,0), on obtient x, = 0.
— Pour (11, 12) = (0,1), on obtient x; = 0.
Donc :

Ann(f) = {(0,0)}

Par conséquent, f est non dégénérée.

3. Déterminons la matrice de f dans la base {¢, €}

La matrice associée a f par rapport a {¢1, €2} est :

Mo (f(e1, e fle, 62)) _ (—19 75 )
f(€2/ €1) f(€2; €2) 75 =90

4. Déterminons F, I'orthogonal de F

Ona:
F* = {(x1,2) € R*: f((x1,%2), (y1,y2)) = 0, Y(y1, y2) € F}

Calculons :
— Pour (11, 2) = (=3,1), on obtient x; = %x,.
— Pour (11, y2) = (=6, 2), on obtient aussi x; = %xz.
Ainsi : 16 16
Ft = {(?XQ, .'XQ) Xy € ]R} = ((?/ 1)> = <(16/ 3)>



