Centre Universitaire de Mila 2025/2026
Département de Ml M2-S3

Courbes elliptiques
TD 01

Exercice 1. Trouvez tous les points singuliers des courbes suivantes

1) C:y—a>=0. 2 Cy:a?—y=1.

Exercice 2. Supposons le polyndme homogene de degré 3
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et soit C' la courbe définie par F' = 0.
Pour P = [1:0: 0] € P2, montrer que les assertions suivantes sont vrais.

@ P e C ssiayp=0.
@ P est un point singulier de C' ssi agy = a19 = ag1 = 0.
(3) P est un point triple de C ssi

agp = @19 = Qo1 = a11 = Ao = ap2 = 0.

Exercice 3. Trouver tous les valeurs de a € C de sort que les lignes suivantes
ay —z2+3x =0, —tar+y—iz2=0, 3iz+dz+y=0
sont coincident dans P?(C) .
Exercice 4. Montrer que les points
1,2,2], [3,1,4], [2,—1,2]

de P*(R) sont colinéaires, et trouver I’équation du tangente qui passe par ces
points.

Exercice 5. Soit
E/Q: y* + 432y — 210y = 2 — 21027
Trouver une changement de variables inversible qui transforme E vers la (FW):

y? = 2° 4+ Az + B.



Exercice 6. Soit (E,0) : y* =23+ Avr + B. A, B € Z une (CE) sur Q.

(1) Soient P = (p1,12), @ = (q1,92) € E(Q). Trouvez les points rationnels
P+Q,2P et — P.

(2) Trouvez E la (FW) de E dans les coordonnés homogenes i.e. dans P?(Q).

(3) Soit L : y = ax + b une droite. Montrez que si L coupe E en 2 points,
alors L coupe E en 3“"¢ point.

Exercice 7. Soit (E,O) : y* = 23 + 1 une (CE) sur Q, et soit P = (2, 3).
(1) Montrez que P € F/Q.
(2) Calculer dans E(Q) les points n.P,n > 2.
Exercice 8. Soit (E,0) : y?> = 2° + x + 1 une (CE) sur Fa;.
(1) Trouvez tous les points de E(Fy3).
(2) Soient P = (9,7),Q = (3,10), calculer P + @, 2Q.

Exercice 9. Soient le corps F91 généré par la racine oo du polyndéme irréductible
z* 4+ 2 + 1 sur Fy, et la (CE) sur Fy: définie par

y2+xy:x3—|—oz4332+1.
(1) Trouvez tous les points de F(F:).
(2) Soient P = (af,a%),Q = (a?, a'?), calculer P + Q, et 2P



